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PRÉFACE. 



1 J si- . [1rs mes premiers pas dans l'eiude des mathématiques, mêlant 
speoia Icrmui t .ic-ciipe de |j Ihrntie bouillir.- o, ji' ncnsac que Ils 
olisueles que l'on rencuntrait en traitant les problèmes numériques 
venaient, pour la plu pai t . du manqua de méthode, et de l'état d'iso- 
lement dans lequel se trouvait celle branche de l'algèbre; je dirigeai 
[■.il- c-j[L.Ji'-.riu-:iiL mes eiliuts ver; l'uni crue Lui de découvrir un in i ne: pe 



]yy>: dilliculté.s qui, «Mis des ïnruir.s dilleïrutes , se reproduisent dans 
tousfes problèmes de mathématique transcendante. Mais à mesure rjno 
je tac liais d'nv merr dans un m entreprise . je vivais les oksLacles se mul- 
tiplier autour de moi: car il me fallait attaquer la question principale, 
et créer en même lems des ressources analytiques pour effeciuer les 
opérations que le nouveau poiut de vue, sous lequel j'envisageai* le 

C'J V»ïlz JTiwrii iti Gttgfrëfino iibriupmla Icoria <ici rufifri. fiw:i 
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( vi ) 

problème, rnc rendait nécessaires. C'est ainsi que j'ai (ïû traiter les 
questions en apparence les plus disparates, mais qui eu effet cnncou- 
ri.nl. toutes au même but. D'un nuire côté je voyais aussi le sujet 

jusque av:.ioul. été uiobscrvrei . Eu rcunissaot peu i'i peu tons ces 
matériaux, je m'aperçus que l'analyse indéterminée n'était qu'une 
branche Je la théorie minérale des fonctions e utieres; théorie qui est du 
plu. W.l lltMt d.M k, m,tW,n,,i,,,„. En .«il, ,11. rrnfan. 



théorie des fonction; diicrjntujiu-,, le calcul des probabilités, et enfin 
une llicoric nouvelle et fort délicate sur la comparaison des UilTéreos 
ordres d'irrationalité; théorie qui sert n résoudre un grand nombre 
de questions importantes . 

Arrivé à ce point j'aurais voulu réunir mes recherches dans un 
seul ouvrage, et traiter complètement toutes les questions que pré- 
sente la théorie des fonctions cniieics. M;;is ce n'était pas tout d'avoir 
trouvé le principe général; il faillit après cela attaquer lus dilÏÏeultés 
analytiques, parfois insurmontables, qu'offre chaque problème en 
particulier. D'ailleurs le mauvais état de ma santé m 'ayant forcé d'in- 
terrompre souvent ce travail, r_ nu.: lai^.uii. [ie.: ileipoir de l'achever, 
du moins pour le moment, j'ai dû abandonner l'idée de former un trai- 
té complet des fonctions en Lié: es, et je me sois décidé à publier séparé- 
ment quelques-uns des mémoires 411e j'ai écrii.- 11 diliercnles époques, 
sur les diverses questions que je voulais résoudre. Plusieurs de cesmé- 

dans le recueil des Sa vans Fitvaii^ers ; les journaui en ont rendu 
compte dans le teins, et quelques géomètres en ont eu connaissance. 
Et comme l'impression de ce volume, ;i cause de differeus obstacles, 
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traîne depuis deux ans, il se pourrait que d'autres analystes eussent 
fait paraître dans cet intervalle, des recherches analogues à celles que 
je publie ici; mais en confrontant les dates, il serait aisé de voir que je 
n'ai rien emprunté a personne. 

Des sis mémoires que je publie dans ce volume, cinq regardent la 
théorie des fonctions entières; un seul est relatif à la théorie de la 
chaleur, et je le donne seulement comme nue ébauche d'un tra- 
vail plus général que je prépare sur cette matière: d'ailleurs il 
fournit les premiers élciucns d'un mémoire , que je fairai paraître dans 
la suite, sur l'application de la théorie des nombres aux problèmes de 
physique mathématique, 'l'an s qui; l'riji.ikki' in déterminée a été séparée 

son avancement. Déjà dans ce vrrlururj j'expose quelques-unes des re- 
lations qui existent, entre l,i thé. nie rli-s nombres et celle des fonctions 
circulaires; et l'on verra dans la suite, comment ces rapports servent 
à trouver U valeur d'un !;r.in(l nombre d'inté^r ides définies, valeur 
que l'on aurait calculée difficile] u.-iit par tl'^ii très moyens. Je montre 

l'.élenuiuéir, les TuétiiiHles d'approximation donnent îles suintions 

Il me serait fort difficile de présenter ici l'analyse des matières 
que j'ai traitées dans les mémoires compris dans ce volume: car tout 
ce que je publie maintenant étant nouveau, ou par la méthode que 
j'ai suivie, ou par les résultais que j'ai obtenus, il me faudrait répé- 
ter à présent tout ce que je dis daus le cours du volume. D'ailleurs 
charpie mémoire est piéeé.li' .l'une c '11 î le : .u'.r<i']nclinn qui suliil. u:>nr 
donner nue idée des matières que j'y traite; ce qui vaut beaucoup 
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mieux (|u'une iiitroiluctioii générale, à cause du peu de lieu appa- 
rent qui cuisle entre les divers sujets Unités dan! ces mémoires. 

Ce volume ne renferme f | lic des préliminaires, et je me suis atta- 
rdé surtout à traiter les problèmes dont la résolution pourra m'être 
nécessaire dans la suite. J'ai u^li-é Lis détail., parecque je. n'écrivais 

de nies méthodes que d'eu développer toutes les parties. On trouvera 
que quelquefois je suis parvenu à de nouveaux résultats, en modifiant 
une méthode connue pour l'appliquer à un problème nouveau; mais 
c'est ici le seul genre de plagiat que je me sois permis, et au lieu de 
m'en cacher jo l'avoue le premier. Car je pense que les méthodes sont 
pour l'esprit ce que les instruira us; sont pour les liras, et que dans 
toutes les sciences il faut se former une table des méthodes connues, 
pour les appliquer dans l'occasion à de nouveaux Tait,, de 'même que 



la pensée , et qui forment d'elles-mêmes îe tissu , pourvu qu'on leur 
fournisse la matière. Lorsqu après awiir essuyé toutes les méthodes 
connues, on voit qu'elles m; sulliscul pas puni résoudre la question 
proposée, il faut se créer de m m vernie instnmieus et do nouvelles 
méthodes; et je me Ibttc que mon ouvrage n'en est pas entièrement 

Si l'essai que je publie à présent e.-l accueilli avec quelque indul- 
gence par les géomètres, je fuirai paraître d'autres volumes qui con- 
tiendront dos recherches mu- iliitinenle- hanches 'l'analyse et de phy- 
sique. A la lin de ce volume j'indique les titn-s des mémoires qui 
sont déjà presqu'en état d'être imprimés, et j'y ajoute, pour prendre 
date, sous la forme de problèmes, l'éliminé de quelques propositions 
nouvelles que j'ai démontrées. 
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I] me reste à parler d'une chose: mes compatriotes trouveront 
peut-èlre étrange que faie écrit ccl e«.ii i n [Va tirais. Personne n'aime 
sa patrie pins que moi j mais cet ouvrage, qui pur sa nature ne doit 
avoir qu'un Irès-petil nombre de lecteurs, resterait absolument incon- 
nu dans les pays où l'analyse mathématique est cultivée avec le plus 
de succès , s'il n'était écrit dans la langue qui est la plus généralement 
connue en Europe. Ainsi je ne dois que prier mes lecteurs de me par- 
donner les fautes qui, sans doute, me seront échappées en écrivant 
dans une langue étrangère. 



Florence le lOJanvier 1839. 
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MÉMOIRE 



SUR QUELQUES FORMULES GÉNÉRALES D'ANALYSE- 



INTRODUCTION. 

JLj algèbre groseille un grand nombre do problèmes, tels que lu dèsclon- 
]*nieni du polynôme, la recherche des fcoci ions symétriques des racines des équi- 
té ir.iill.il gi- nûral des opérations qu'on sait cITtclncr seulement d.ns les c.is 
il en résulte «ne imperfection qui plane ™r u -r.,- 1 ', ni "lue de l.i science. Cet» 



les dilïërenticlles ce yc il ] our les oljte 

il Éiut développer ces fonctions en séries, il est tljir que le problème revient 
dernière analyse h a: qu'il émil d'alnml. jiiiîhfjLie il tout calculer les terr 
précédons pour avoir celui ([ut l'en dieivlic. Ainsi iiisi|j'â présent, il n'y m 
aneunc liirniule niim'iral,-, .jni uli'rît mmi.-. une l'urine lïjneisc tous les ternies di 
le d.-veli'[i:)i:nh.:iLL d'une funutiou |iu[\nrj:Lic compose, s.ui= qu'il lut nécessj 
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me o|>i ; r,1iion préliminaire. Cepcnu" 
niljne il Lui renoncer à tous les n 



|) l :li.liici.i.nraH 1 ).[iliciii;.:ri,ir u ll^lii^r,.l'.,„[r e « 1 ,Or.ilio 1 i 
r les rjujnlilis mnniii:,. (Jlwfjin' un'nno formule ne 
ns, elle esl inconi]ilél,-, pa-up,; la riiltrm-d'unBqiiiimil.; 
niraii lire subtiliuée dans nne auire cipresuon. 
Pou. fondre les ijntsiiuii- ijuî nmis i ««péril , nous avons ramené d'abord 
le développement d'un polynôme à mit 0.|iiiiliiin mil dillér engcs d'ordre indéfini, 
doril riiilégliile exprimée en série nous a donné la lerine général du développe- 
menl cherché: puis nous avons [ianj|ji- cme ri-lit en MUiit d'autres séries par- 
lloliol qu'il y a île facteurs dans les termes l 
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Les formules tirais dsposoiK dsns ce ni.}. m. mi c, "ITrcm l'avjinage .le 
pouvoir introduire ditu la calcul, tous forme finie, le résultat d'opération qui 
dépendent de développe inen s iiés-lungs à effectuer. Haut avons cm oécesMÎre 

calcul intégral. ' 1 

ANALYSE. 

polynôme i.idlf " _ P 

+rt,s*+el*.y«i+ r ,*-b-,î' +r ,=- + o,c, 

si l'on prend la différentielle logarillimique de chacun des membres de celle 
etiualiun, et cpie l'on i'^'Il \--.- i:m:tlii:ii:ti' île, m.n;e- |mi>".mces des ,011 aura la 
suiie d'équailuDi a m diOîrenco 

îj-^anw. + tm— iy,y, ; 



CO -r.=*»«.+{(*-.>»-. )«..,.>■, +(0->)<«- ) w+ «■=■ ; 

et en tnbatiuiint dans 11 dernière, les valeurs tlej-, , y, ,f, , etc., détloiiei de! 
celle manière ° ' ^ ' 

Hwr**+~. 

et Usera facile de s,;isir la lui du termes, [■.li.ijiie ]e coefficient , est égal à la 
somme de tous les ternie iiiï:ti'i!t:ti! d.nii loi| nli nti a changé j.' et i. 
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A J iiidu i.-L-i L:iL:^L IlLilim:--, -.1 '.:.Viïkr- p. i; : t'iL] Lll'i o^|.nri]c: m v.'::Jj; l'i il- 
légale .l'une iijiulfoii Jii\ iliil.'-njocef ; niiii.lej forcuiilc; ffic l'on obtient de celle 
manière manquent île symétrie, cl ne peuvent pas aisi'itimt se rc].r t si;utcr j 
l'esprit; pouf lu" risieirc iniLi il ii-at tv.luire a une forme iïuic, et c'est ce 
ont nous liions fiirc maintenant. 

Si Jitis ioiulllioii (>; on ii'anil [i.ir -ruope; les [tnucs composés Je (leuî, 
lie trois,.... defl-f-l facWurs-, (en nu cu.iskli'vjtileoimiic [jeteur.- .pu: lesea,:)'- 
Bcieoi iodétennînés », ,n, ,o, ,...o, , etc., ilu polynôme) cl si l'on désigne 



^«"O-ffw*- 



(.-:-.)";:''t" : ?""0-( ■■"•"/':;(" 





poupe*. M .our lemiB^nénl l' e >i.,wiio>. imn.^j:-*,)™-*,)^ 

•'-2 2 i^M^)»4>**K. • 
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X, =2, x,=x; J',= i , 3-—X, . 
Et en gênC™] on aura l'cuuuion 

011 il faut in livrer enirt lia lîinîira 

Kn .:v]]iiu i li» hni-Mlc, ii.":lïiii,'. w .iiiïi'reiKK |ur Ij nalatioo Je M.' Fou- 

—2 S -.2 ■_^_J(^M«^-K. j, 

■ i j-.)--! 



2 iog 2 



X X X = 



n l.i_-.i m li n,'- hynerholi 



iv|.i..li.kl[i|rK'' , .'i ip L ' J on a aussi pr la 
ntimiioTi Je Vindarmonda 
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«4< 
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(») 

]>.ir des nombres connus; s'il s'i;;.s..ii Ju diïtlnj^icr l.i fonciion indclcrmiiiio 
2 P {:) par l " puissances ascendantes de ; , on auraii un nSsulm usa simple 
que lions allons faire connaître. 
Etant donnée l'cqua Lion 

pf»= e „ + ..»+ + 

clic » ridai! j 




Si l'on Tait à présent 

(4) 2 f (*)=«, *+".*' + +m., 

S «™ = &,; + £,=' -f 4-oic , 

n, sera une fond) ni) Inouïe u .le c.idl'idens , e til , elc. , el h, sera une 

fonction semblable des coelTieiens 

'■«■M'-O ' '■"■S-* * i.*3...(.*+0" ,& ' 

pas y avoir île rtdociion, de Ictlc manicie que si l'on conuail la valenr de 
4„ on irouvera celte de a, en substituant 




(où il faut faire v=ù après les dirffireuliatiûns) au lieu do N". 
déminent le dÈveloppcmenl de 
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(s) 

2^-(^+r.+/M-r.- , --+K^+"«)(»+S+l3-' + TSb + '''') 

= È,i + i,»' + i,=' + .lc., 

s ,•„. ,«,„, j... — i^a .... .. .cm 



^»* B --*.^.^s « 



d... [.,.,*, lu..,. h,,.. (£|S2) . 



tire v = a, après les difiïrentktions. On pourra développer do 1= même ma- 
nière TfWl « « X'n», A"«(«),««. 




(5) P. =«■ + + 

et par suite 

P„ = a. P« + «. + t™-0 ■ 

P« = ». + «. «V, + {»-») , 



CI si l'an m Intime . ■ . ■ h derulirri;! valeurs dm- l'équation '".}ii i.l résultera la for- 

= ... +(«-.)«.., w +(—.).„ (.,+«.(..)) + M «_ s. + 

l'^iie'jr ir. oell'idcu: .e l'urine eu chaogautl /7j en £ dans tous In for- 
mes [inkOdisis, tt tiiiiiiigcuit tous Ici coiflir^us n-.imtr.rpre estemes. Si l'on 
avait, commence pjr svlviliiuer les vjîours de P, , , Pj , «le, dans l'équi- 
tion (5) , on aurait obtenu l'eipression 

l«.))+«-i(3"»-K(''.)-H». («.-K 

qui ne dillcrc de la précédente, que par la disposition des termes doûl elle H 
compose. 

On doil observer que ces formules sont ciactes séuleiDHjt pour des valeurs 
dit m .■lUii'irrt, tires, c: piaf, sniidtî '|U'J n~u; el qu'il fini Arrêter lorsqu'on 
Trouve des coefiieiens à indices plus petit* qui; l'unit.:. Lorsque m= il , on a 
P„—n,a si m a une valeur iL^yiUvc, un iIlvlm'm l'équation proposés par B„ X" , 
el en faisant — =sj» , on cliercliera la somme des puissances - m."" des raci- 
nes de la nouvelle équation m y qui en résultera. 



( " ) 

Si l'on décomposa la série qui eipriinc la valeur dci»_, tn autant de «ries 
partielles qu'il peut j avoir de facteurs algébriques , on aura 



!+[-.)«^,W+&-»)^W+C"-3)"-»C-0 + 
+ fr*->) C»0 W + C" 1 " 3 ) °^ h + ». "0 + ?» 1 ' 

el on trouvera aisément, comme on Va fait pour le polynôme, 

er, faisant toujours «, = ». 

Il est clnir que l'on pourra écrire aussi 

a ces deux expressions seront équivalentes . En appliquant cette formula I 
H,»*. 

(!-■)- (-•-.)(«"-)("--) (»•-)(-.)-», 

et eu indiquant pareil) la somme des diviseurs de H, on aura par la notaliot 



de Vaod«rmond<! l'upreuioa 



f(,n)-n- 

,,|.([~;][;].[~.]["]-[«-ï]fj....[~i(j.-..>.][4...,..)} 

^.([„^]M-[.™"]M-[».ÏM... .[..»*.•..)-.][ "]".«.)j(-(M[a].(»,i[: 
(^-([««.«.OM-c^o (£. .[«*»*-i^'.xj..][»] 



il.iiii laquelle !.i lui îles Irriiifi «i m.inifinl,', |ii;i<.[u,' 1.: cuelTideol J, se forme 
eu cl un km m ti:i il kl suejiiilc ri jirTj.- u 1 1 1 [f 11- midietsde- ljtLoriclles,daus 

ces mimes faciori elles: |>iiivu l'un vjjale a l'unit: n ■ 1 1 h lei coeifidens uuihé- 

celui-d = [>l+r< — J — l] [<>]. 11 cLiM|u.r lnucstia m'tIl's s'jnèlettint lorjque 
dans un renne quelcoaifua de in forme [n+J — i ] [u] , A sera un nombre 
tnlier négatif. 



( '3 ) 

/[>)-— (MM-MM) -■-■ + .-.!, 
/(.)->— (PÎW- HM-['ÎW)+(M M - MM) (M M -l'ï M) 
— "(tT —')+<»'><-> -■- + '- 3 - 

+ (piH-i.ji-offlw-tsiM-MM- (piw-i'iw)') 

= 3—3f.o-C-3) + i Cfl- ( l) J + î(fi-4-4) = ï-3 +8-4 = 4- 

S'il l'agissai! -i,: ^lilonuiiicr lus uJïfficiiEis do l'équatinn 

x- + A, + A, x" -M. =o , 

don Ui racines sooi connu», eu indiquant par P. m la somme dm pissants» 



Etant proposé d'êlirn 



^r^^ît;::.^;::.^^t^ ■ 
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MÉMOIRE 

SUR LA THÉORIE DE LA CHALEUR. 



INTRODUCTION. 

p.i^Llioii ili> l i filb.il* m-, *Vivl,|i i <U i>:iVj.i::, 1^ ] .1: v u ï 12 r: -i j-ilmiïïl^i ji-nL 
que généralmenl , quo \^ u-fi ni Ii'"imilli,; ili:- <::..|i, ,'o|i^ri: d'.ipivs ].] luII'ciciilc 
qui passe entre leur loi opéra lu re, et cille du milieu enviraonant , Depuis celle 
Opaque MM. Dnlonji et Polit miiii paiTiiiuji, jur ib< rapérienecs délicates et 
varices, à découvrir h véritable lui <l".i | .n-i [ai|it L 'Elc h L-liak-ur so propage à la 
surface lies corps. Colle loi remarquable, cl entièrement différente du celle que 
Mewlou avait eucue™, naMissait iluvoir cxoiitr l'iitieniiuii des analystes, es bs 
engager à connaître les modilicitiuiLS elle j i.trc-d-.i il dans les résultais du 

été publiées sur la théorie deTchabur, on parlait toujours ds la loi de HeWon. 

Losqu'il s'agit de tentlttraiurci peu élevées, on peut supposer sans erreur 
sensible, que le refroidie .ne m -Vu»™ d'api,-, 1., dinï.eoce des tein, «-ratures; 
mais il n'en esl jus •}*■. même d:ins 1.- pmlil^nc général . M quoiqu'on sil cru que 
l'erreur ne devenait apréciable .ju'.. .3,-- iei,i|„:i ;,i„,.-. u-, ; ,-é le vées, déjà à la eba- 

de la chaleur; et celle erreur 'qui affecte a la fois h 'valeur de l'inconnue, et la 
forme sons laquelle elle se Irouw dans l'équation différentielle, doit devenir 
bien plus sensible dans llnlejrala. Il est vrai qu'en partant de la loi découverte 
par 41. Dulong, les équations que l'on obtient ne pEUveul plus être intégrées en 
termes Jînis avec les méthodes cutmui:, ; mai: il un pir lit pas toujours permis 
d.ir.s les problème nii. ne', de .s'niojt lor d.- la n unie . p"i- ,n:plili.:i- i'n;:-.[\ ^ 
qui sert à les résouilic: ,1L d'ailli/M-r. li eu» prcaiitre appro viinaliijn est suffisante 
pour le! inventeurs d'me liii-orie, il iiitil rin,: tics !<vlir.iel:cs ultérieures rappro- 
client d'avantage le calcul de l'ejpériencd . C'est ainsi que HWlon ayanl découvert 



.1 Ois v.l: i.il'il 1^ ']L1 .1 n-ïH-ilillli ll ■ .1 ■ .•■ il ■.' ;m r:il::ul : |n>Lll Y p.ir- 

■ ■ ■ in i ■ i. ■ il ■! ■ i i' .iiii ■ ii 1 . m ■ ii 1 !■■ ■■■ i ■ I|< 'II' I H.lll !■ 

(fil a SHjipruc, jHinr mu uti:r cette Jilli:;;il .■, -]ii ' 1^ chijk i?unt on voiil'il ' 

li'-ui- lie den-ilé .:: .le l-.|ii|i.'.:-.ll in: co:l' ^ . i]ilÎ liiji|KLil Lo i- le. ji'. initie l-jiti 

iiii'llicf avec un,; vâ^i.i inu.'juii-.-: miii il esi jt« .L voir l'impusiibiliii île ve- 
riCcr en nature rctie liyjiulliis-j, tic raauicr,: [ju'on ne |icut tirer Je li aucun 
n'uni ul e:iiii|i.n,il,ii: i IVi|H'iieiiL.:. l'imr u | ij m je] ,<: i juunt qu'il e*t jir.ssilùV la 
lliéorie de lolwi-i-niirir! , ihilis ;iv(.ni .lii <;u >usi . tii i , r le iniiumiieiil linéiire de l.i 
elialenr, dans une arimlli: île |>elilc <';|>ii..eiir renfermé; chu un «jiiee vide, 

dent l'enceime e-t iii.inlriiiie i ■ ii::ii|h'.| min naine. (> |>rol>léine iMiulnil 

1 une équation mu ilifenliellei |.ini, Ile' t]ni n'est |ilu* linéuii-e, et <|ui cwi- 



'1 ' '. '. in'., i i ii. il vi n ] " ' 'i. - iiv 

eercle i|ni <ièl. n Irait l\.!k.| rie l\i|.|>: <'\:iiiiitii>ii . I.cr [lin- ^r.iii.li fji'mTifttrts nnl 



C 'l ) 

t.idii da vaincra crue diiliaiUé , i-ni; Iti niOilioJcî (:n'i:! o.it ir.vo:ilc,:E . r[iu ii|i^> 

■in des calcul) qu'elles demandent. Et d'ailleurs il en lre*difficilo de l'nnnr, 

Jj.:m il'urj Icf]^ "■Li-luu^; n:i L lu]ic ^i].riI:'!ri^[iLi: 1:1!^ rni' .lii.sl^o i;' [ire<;pi',iiH,i!il 
de sagacité pour les appliquer, Ji.'il i'ill [il de. jjt'uic pour II-. découvrir. Toutes 
ces difficulté paraissent di;j,ii. uj relrouvci l.un Ip- équations ,m\ dl;l,i . ^ j 1 L . : 1 1 u h 



niullij.Jiés jur I.m puismiiivs jlsq:ih!;iiiic.h de l.i fv-.lu: r|n,iiitiLs par rapport à U- 
qurlle nu a di':it:l(ij>pé. I.a N:(' 1 1 iule rpi» utmi veni un J'«\ [i(>-i-r , peut -J ppl ir[il,:r 
à ! migration par approximation d'uni: dut iisscï étendue d'équations auidif- 
ié;eir.i-lli:.s |iarlitllv. ; riij.'.s Cli ii:::Iiit rfic. ne inuaifir. trouver pinte CI elle! 

formeront te sujet d'un mémoire particulier. 

Parmi les nombreui corollaires quo M. Fonrior a déduits da son analyse, 
il en est un fort remarquable qui prouve, qu'après un teins considérable h demi- 
somme des tempér, 



le quantité constante, cl égale à la température uiojenno. Ce 
résultat a éié confirmé avec assez de précision par l'cspéricucc, et il était inlc- 
rciiant de voir comment ou tirerait la même conséquence de la loi découverte 
par M. Dulong. Eu partant da li température duniiée par noire formula nous 
obtenons le même théorème, et nous démontrons «/il dérive également de 
.■hypothèse de Newton, at d„ la bi observée. 

En supposant le refroidisse ment proportionnel à la différence des lemjiéralures, 
ÏW. /, > 



Mais lorsqu'il s'agit d'un corps .l'une figure quelconque, qui a été Odimllù 
primitie.meat par plusieurs loyers situes s. « surface ou dans son intérieur, il 
deiien! 'Jil!i.:ili: de séparer les diverses p.mies dit i'fj||n, pour cbiHiic dcnpicl- 
[■■■, l'.iL <-..i , le ] li : .'i 1 :^ Ir.unit d':it :e v'i ili'::-, ' i 'if lu; iijI ilut i-jj li.ir.li:> 
su ilc!;i[ni'llfS elle dnnaer.iit une valeur ijulive. La corps se vabdivise al™,, 
par rapport à .son état c.iluriii'li:c , en d'autres corps dont le* wrlkcsdc couHt'l 

j. missent (le la pmpiié.ié d xiinurn, nu du minimum de température. La 

(léieriuiii itiiiii de ces sa i l.ce.-l imites conduii â tniuver un gran nombre de pro- 
priétés impnitamus daii.s i tlieorie de la chaleur, «mime nous le montrerons 
dans nue autre occasion. 

Lorsqu'on dierdic ;< cuiirniliM le liionivincir. de i.i cliale:ir ib.ns un .'Dip., 
on exprime la tempTalu:'; tl'im pei.it di.uiiié eu limât iotl de ses coordonnées, et 
(lu tci-i. éen-.dé; iniii ;«::nl;ir:t 'pie if c;rps ni-.' II. ut lie ji. s: rciriïiiiit , tcu'.cs ses 
muléf.ilus Si- deji:.e. r.t .: eiiir-r: du t.lian'emem de volume produit pat- .■.irij- 
tions de la température. On a jus-ijua pié';nl. '.bas i;. théorie niathétna- 

Itque de la clnleur, l'.dléiatiun dn vnlnme des corps; mais ce phénomène, 

I.: plus il' '[naW.j CL le ].!■;. ,.n:i.';ir ,!.' c. ::\::u[ . I i'pim J,:i]l lb 11 i- 1 1 allu r , 

lie nous parait pas de iiauiie.iëlieui'dNé. En c<asi..léi j:]l les dilatations linéaires, 
nous donnons la formule de rniTeclina , (pii d:iil s.:i l is- iulétermiuer les coordon- 
nées du point dont on couusit la lempé rature. 



( >9> 

Nous n'avons iraiié, dans ce mémoire, que Ici cas Ici plus simples de la 
llléorie Je la chaleur; mais mjn, ijuii. |,n.|M.,jiii de reprendre ce travail dansla 
suite, cl d'appliquer noue analyse à des question! plus compliquées . 



ANALYSE. 

Si l'on reofarn» une armitle circulaire homogène de petite épaisseur, 
dans 11 ne sphère creuse, qui ne contienne ni aif ni aucune aune espèce de gai, 
de manière que le centre Je l'arniille coïncide atec le Mire de 1.1 sphère, cl si 
lu rayon do celle-ci est beaucoup plus grand que le rayon do l'aruiillo, les 
paroi! de la iphcrc èlanl d'ailleurs cnlrelcrincs à une tcmriéralure consianlo 
quelconque, il résulte du principe de la communication do la chaleur, et de 
l'ii ii i i.']!..!i:;^i>i':!ii ileuleJ'UL.: p.jr 11. J _^ i : "I r- 1 _ , Ii: nioi..e:Lie:il Je h: 
eluje-.ir dans l'.uniilL sera exprimé, a :;..--|h il pics, p.r l'équation 




il.ii:> laquelle r ciiiriirn' libres rie I i lr u: |n» ri' < 1 li plm que l'on considère, 

sur la température de l'eueciiLle ; j- rcprc.ente [.i J'-miivo, comptée sur l'armiitc 
même, de ce |>0lllt a l'origine îles cnm-uratnées; ; est le tenu émulé i.tej;i:'ï 
(ji:e l'ïi itiilic r. jl.;u(bai:é lï:.it ir.; t.:;.; rlei :eu: Miurc, : et n , -, e; c. suul J'.-.i 

coostantes dont la première a pour valeur Vi , lia, et les deui autres ie «é- 
terminent p:r l'e^pe. i<nee c.ïli.: clu/pu i.,, particulier. 

En effet, 1 équation que M. lourier a trouvée, en supposant que le llifioi- 
dissemenl s'opère d'après la dilléieme des tenq érauires, est de U forme 

» + 

cl eu y substituant au lieu de Cu, lë terme c(p" — i) qui exprime la loi du re- 
froidissement dans le vide, d'api o les txpéiienec, de JIM. Dulong el Pelil, 

» TT- ïr +•<''-' >—°' 
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que noua avions déjà indiquée- 

Avant [l'aller [tins loin, ii esavkcl d'iis.imiouf ntl n';:il;.uqr.c l'on :, d;[o- 
nu eu faisant t>=e"*"ii dans ]V'i|n;>ri,>:i (-;); car par celle substitution elle se 




clé|fert]îtiall de cllaknr :i l.i siiil.i.ri?; J'uli il résullo que dans l'hypothèse de 
Newton, le refroid iiscmenl qui s'opéra à U surface ne change pas la loî do la 
distribution de la chaleur. Jl-iis comme il n'est pas possible d'effectuer une ré- 
duction semblable sur l'équation (8), qui dérive de 11 loi observée, il lïudra ad- 
in( lire .[u't-ii natnrs, liïiji L- i nrju vciiii'iil tiriraire. I l distribution de la 

chaleur est troublée par l'elFet de 11 déperdition qui a lieu à la surface . 
Maintenant il l'on f.it 11 — 'l, l'éqmtim ;'!>) prendra la forme 




l'exposant log étant une trés-petile quantité* et si l'on développe 
en série l'exponentielle dans cotte équation, on aura 
dv ad'v , , , c»V , eJV 

■rfT - -ZF + rf" +. — + — 3 + ac - = ». 

et par suite, en faisant cJ=£, on obtiendra 

-a? - "5? + ik + — + r^3 + = ° ■ 

Si l'on fait à |>réaeut 

v = V + t V, + »■ + i 1 + etc., 
et que l'on substitue cette valeur dans l'équation précédente, en ordonnant le 
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dont le nombre sera déterminé par L'exposant de la plui grande puissance de J, 

En intégrant li première de ces équations, cm obtiendra li valeur de V 

de suiie, en introduisant dans la dernière équation les valeurs dos inconnues 

Mais il faui observer, qu'an lieu de prendre l'intégral» complète do la première 
équation, |iour la substituer dans la seconde, el puis intégrer complètement 
celle-ci, pour substituer encore la valeur de l'inconnue dans ta suivante, et 
ainsi de suite, on pourra eiprîmer 



]iar des intégrales particulières, et S" étant la dernière nuisance de J que l'on 
veut considérer, il suffira d'intégrer complètement l'équation multipliée par 1", 
qui comprendra les différentielles de V, el les quantités counues V, V, , 
f_,j car l'jutiljjralu complète de celte équation, contiendra tou- 
tes les fonctions arbitr.iinh, qui s'im nikiiMires a la résolution générale du 
problème. 

Supposons par ciemplo que dans l'équation (ç>) on veuille atoir égard a la 
première puissance de m-i;Ii!:ncih , ci nipli^r luulos Ici autre!) on aura les 



squolles on prendra uuo valeur particulière de V t p 
coude équation, que l'on devra intégrer complèltmsi 
i sait que l'on satisfait ii l'équation 



« en faisant J\ =y c ' + Z,(j étant fonotinn de x seulemi 
fonction .le X et île I) on obtiendra, après avoir divisé pr e - *"*'* 1 

g + (± +„),._ A (. + *,„,, 




/. f , i, } CL /i . iT.mt ,!,■. f 1 T I - L : L li [ 0 M tltcitiil i[UCSj M KUlltllIÏ l'.'ljlU ■■>! 

linéaire et ue conikrai pas de terme indéptndini Je Z, il >'«unit qu'elle sera 
satisfaits ]>ar une somme de ternie sslubljliks à la valeur de Z que noua avons 
[lèja troilïéï, jeurvu que les constantes a f , &,,/>, soient dluereules, El par 
<:(!:]<•'.■■ pitill l'irm'-iji-iili; :MNi;:l,Li: i:,- 1V| j.L.liii il, (i.ij -uni iMnipri..'-.! d'uni! .uili! In- 
finie de valeurs jeliiljaliles il celle que utiin .ivm-is ili'-j.i nlilciiuc, I iijiu- vu que 
l'qn change convenablement lea constantes arbitraires. 

Maintenant, puisque Z conkt.i une Etifï :iiti- tic. ionsi;nti< .nliiiraïres, on 
pourra dan! la valeur de y supprimer lea dem constantes E, , E, , qui ne ren- 
draient p.is pins géncralc la valeur de V, \ alors en Taisant £, = = o , on 
anra une valeur dey qui ne i^iiiLndi;; plus les fouettons 
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; ^ + ^ ) r (, ^ > . + S ( ..,„ ?+ , m9 « 
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»2,r 
Ù.ÛJ,,_A,.,l i ,_i.,, 



(,5) 



dèlcriuiner la fuuciion arbitraire ou, ce qui revient 311 mime, latrie des tenu* 



exprimerons par la fonction/^), Cl 
«dus et cosinus des multiples de l'w 

Si dans la formule (i t) on fa» J=o,on obtiendra rexpreuiou que M. 
Fourier a trouvée le praml.'r en pjriani de ]'li;|i;)llièïi: île PWton. Pour déter- 



|MUSrjil".Mt Jlii .l ài' uiUlt Jd.iiii' i'i !:l l.i ;>1n* il 1 1| i '■: ! L.:-.' , cl 1 1:1 hlt.i usure de 

ue \vi rencontrer de* ares de cercle qui iléi fuiraient l'effet de l'approximation. 
Lorsque le, .:oi.i1ll ji .lu pr<J>l L i]ic pirmeLtront de faiiu m=a , le terme de 
C"|-|wrioii , [ni .m- la première approiiraalioo, se réd.ii.a à _ — e _ ; el on 
<: :;:iw • ;^|,- ..' tejijic '. :.! j 1". Jirj^-li*laii I tl.::- e<..:, ilii.mieN , CL qu'il ne dépend qiH.- 
duten». 

Un a vu qu'en faisant £■,= E,=o , on obtenait 

_ b , I 
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d, ,„,.,!„ ,,. I„ u> ... - /i + „, , 

nombre dca piuttanccs de J rçue l'on cuujîlI'Vu; vu dfei ona miijtjLii: J n'- 

qui montra, qne li cnlra ol " — J^f^ on poul ovoir une ê^imion do 
forme jtfpfr) = — j'^ty , ,1/ auntanaquaLile mmum», un pourri 

( Q" \ ( *(A ■ , C—')' 

clair que ti =✓/ sin «« + £ CO! l*r, OQ pourra établir l'équalio 



( 1 ) 

^ — "''M'* 1™ ""•^î"™* obtiradraliTaleujdel'ïnidgra- 

le (i i) délivrée de sût nx , et de cos nai ; la même dîme arrivera en général 
lorsque p'Ç») sera rte la forme 



= « + + "** + + **• i 

cl dan^ rl';iutres cas. 

Maintenant |:iii>qiu- lis tali'iir.i parti.-nfi éie( ila ï" , , , etc. , peu- 
vent toujours s'cspriwc. par dis li'iieljitns île la forme 

_ ;; ( P. sin n. x + P, il» », ! + P, un B( x 1 

i + Q. cos n, a: + Q, ces x + Q, sin n, j; J ' • 

m: sera toujours nssi.ii'.: ijni- les sinus '■! cosinus îles arcs irr.ir Louiil'Is ne se trou- 
veront ps dans l'intr^iali: complète, rpiel tjnc srjir. II- r.firulirc îles puissances de 
> que l'on voudra considérer. 

Il faut observer que si l'on avait ( — l'y M — a'f = o, le second membre 
<lc l'équation (13) aurait une valeur infinie: on rencontrerait mleuireostauce si 
l'un des nombres ■,,■,,«,,.,.. . en-, , <h un jii-Ih d.iin lis valeurs de 
Z', , y t , en:., était égala <i : alors en i-epi enant leoiiloul irii Ini.ivcrail , ajiris 
les réi butions, lin tenue de l:i lïinne /V.r .si il m, , qui t 'i m lion il mit l'arc de 

cercle n , et qui rendrait nul, <l;ms le ra. qn ,iih rnn.iilémii-i , l'elFct de l'nji- 

proiïmatiqn : mais il est clair que le nombre m de II kunruli: (i [) j«urrn r ton- 
jours cire délri iiiii.i. di nuiiicre q-.re cel.i n eri iv..- pis, et il siiilira à cet clfet 
que le dénominateur ne sort pas /.cm, couinn nous t avoii.h déjà indiqué. 

La formule (u) c.i S e, ]miii] être appliqué lacilenieul, que la fonction 
unisse se réduire à une suile finit! de monôme.-, composés d'un seul fauteur: 
cependant en poussant fort loin l'.ipj.i r.^iui.ilc.ni , or en u.itinl.rnt un grand 



C +) 

nombre de termes de la série V -\- f V, + f K -f elc. , on aurait en général 



— (coti/,+ S. cos (y — an,) -f- .S.S. ces (7 — a a, — 



dans lamiclle les arcs a, , n„ , n, , . . . . n. , sont indéterminés et lous diflï- 
reus entre eni , ei donnent n, -f- (i, -f- a 3 . . , . -+- n r = 7 ; en indiquant par 
S. cos (7 — soiume ili tum le. [urines île h forme eus (7 — 
OÙ l'un a fait successivement y= 1 , 1 , 3 , n: en npréscnunt par 

eos (y — 11,-n,), la somme de tous les termes de la forme 
cos(j — an,. — aaj.oït l'un Eiiid'.ihi.ril ïiL('ce'ï;n:me:it j = i ,a,.1, ...n; 
et où Ton a donné â s tontes les valeur i,i,3,....n;( pourvu crue l'on 
néglige tons les termes ùsus tc-qucli ou aurait |-=:) cl ainsi de suite jusqu'au 
dernier terme: eu e!:;e;-,ui:[ [...m j. 1:11. s d'omettre lous les termes Je cette lur- 
mule,qui seraient é^mi : : l':J'< du reus i|liu 1 'ou a déjj trouvés . l']n diJlureiitiaut 
celle iqualiou par rapport à a, , a, , a, , etc. , on obtiendrait des expressions 
semblables, pour le produit d'un nombre ijm.-li.-ui iqiuT de sinus elde cosinus. 

M. Fourier en ;iil> jj j r . 1 3 1 1 i:i loi île Newwill a trouvé, que la demi-somme 
des températures de deux points de l'arn.ille situes aux extrémités d'un diamè- 
ire cpicloonqtte, forme toujours, an boni d'un temps très-long, une quantité 
constante, el égale à la température irinycnnr (le l'.u-imlk'. Maintenant , puisque 
ce résultat à été: conliniu': e.;,i l evpei ii-nte. :[ <■-.<. el i:r t[i:'il 1:1' rr. se ilcoiiirr: en- 
core de la loi du refroidisse] nem découverte ]ur MM. Dijon» et Petit. En ef- 
fet, en reprenant la valeur de v trouvée prén'.lejini ! : 1 1) , el eu y supposant 



terme! roui lipliés par e , « ]ar e ; puisqnc tous les autres quicon- 

, '. . r*~& «-^''>«„,„,„ p 

peiin (dans l'hypothèse Je I Irés-grand.) pour cire compris à ccui-ei. Alors la 
valeur de v se réduira à Ja forme 

on aura la [cù>|Wraiure v, , du poiiil de l*Hrmille diauiélralemenl opposé à celui 
dont la cl in noce à IWigiin; est .r , ei[uiriii.s de celle ui.isiiÉre 

_„ , -(.^> , , 
^,=fl„C — lin fl. « ™—i 



Si (Uni la formule (i i) on sublime nmir A «a valeur cJ, on trouvera, que 
répression de M. Fnurier mmii-rii -Fiilciimni la |.. minière )>ui*Sinlcede ),el que 
,.i iv i-nnIViii;^ ,m.-i , : ■ . .'.vvi: i i.iu-i- jiib :L,..i.v n i p^isserl'j]i}iroiijna- 
ii,.v: .111 loiiL yi.- l'un vnNilr.i, vi:n l'i-.ii Mie aincr j .m.iisilp* ;i ri-.^ de ceri;lc 

res (que l'on trouve ci |iri'i.i[ii ■ h:-, in iL-^rr.[ci |vi ri it-i: 1 ii'- rrs de» premières éq lia - 
lïoni différeotkUef, pour les subslimcr dans celles qui suivent ) de manière qu« 
tons les termei aillant toujours eu décroissant, et qu'aucun dénominateur ne 
siïUHOuissc; comme uous l'avons El il dan- l'aaslyM prcccdenW. 



! 3° ) 

On sait que l'équilibre des lem|>«atures dans une armille, (luol ud poidt 
esi .aatui,. a uni; ^ni^caui i: tiiw nue, ni iloiiné !-_t,i jn'urj adcinte h lui Jo 
Newton, par l'équation 



dont l'intégrale est f = Je- -\- ,Ae\ 
traire*. Eu priant do la loi de M. Dqlong oq 
es dans lo sido, l'équation 
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a,MnBtJ = ^i A, = - ■i^ i flt«™™ t .M}*gd*l»Wnp*™"i<™ 
i du point que l'on considère, moins la température T de .-enceinte, on obtien- 
dra tu fin l'équation 

i = 4 c - 4. a, it™ + r i 

qui dans le ai de r=ao , coïncide avec celle que noua avions déjà trouvée, en 
supposant le refroidi v,<-ii:i.|i: [irui>i.iiiK>i!uci ~ la d.llï:e;ica des températures. 

Si l'un considère une barre indcii oie trèv mince, et que l'on .suppose un 
foysr Je température consume placé sur cette barre à l'origine des coordonnée! . 
loi-irpui ;i:;>i.- des itiiipr.iiLins -e » i ét.il.li, cet éul siua représenté par 
l'équation — =■ n'v pourra que la température ksoii assez petite pourpou- 

yoir négliger, (l.u.s le il.' v.'lf:jn«- t île i ' . lo |>ui..l:,i:i-. ili mi| rii.iiisv!, a 

P=Ce~ i- C, <■■"■; m .îs i. i= d'.,ilU,. l'élit i„:r ,eui« delà barrerai 




n'exprime l'eut permanent de la barre, que dans le' points qui permettent un 
IIiul de clialeur du point qui inéi-èdi: iiiiniédkuriiieiil ivliii que l'on considère, 
à celui-ci, et de olui-ci, à l'autre qui le suit imniédiateineni ; tamlit que le 
foyer, que lions jïnm pLiVi ;i l'i,rii;i:ie des cnnrilc>iiTH!i« , envoyé un fini conti- 
nuel de clialeur à Inlr. les points de la liarre qui sont si Inès a Kl droite e[ h sa 
eauclio. Le même n':.nl:al se déduirait iW t., roiisiiiéraiioii de la figure, qui 



( * ) 

exprime \t% valeurs des températures pour claque |>oinl de ta barre, et dont 
l'éqaition est 

car pour x — u , au lieu de donner = n'C, , comme cène courbe de- 
ïoîi, par 11 construction, qu'elle donne =3 co ; puisque la courbe dom 

nuilS parloni ell fortluv :l<: .1.:" il.-iiii-îiijj.iE illiinirpit::. île-, rpl' si: lti.i i i^-Nt de 
manière j avoir leur l.in^enii: coiiiiuiitic au point île contact, perpendiculaire: à 
l'aie des abscisses. Le* miitiipi cci:i.jili!r.«iijiis s'appliquent à une barre d uni plu- 
sieurs points soin entretenus .1 îles Tuiiiji#ri«nr.;* constantes: elle sont Ires-sim- 
ples, Ni, lit nom s voit, cru ik-voir le* place' ici, , uni: étant propresà limiter 

l'Étendue que l'on serait terné d'attribuer sm équations dilTérooiielles du mou- 
vement de la clialetir, ou à leurs intégrales. 11 faudra surtout y avoir égard, 
lorsqu'on voudra cnuii.iuc lïiar h.: :i 1< 1 1 i Tu 1 1 a d'un corps, dont un ou plusieurs 
poinls pris dans son intérieur ou a sa surface, sont supposés des (oyat de tciu- 
:-ê;jLurcs invariables. 

Une autre obscrvalion que nous croyons ne pas devoir omcltro, c'est qtie 
lorsque dans l'ariuilli: liivul.Lin: , ■;!].: unis avons considérée, nous sommes partis 
de la propriété crjiiiiui;, ijii.: la '<:u:puniiiu puiir. .r devait cire égale à celle 

fonction* circulaire conipii-Ls dan' I'llHî_;i jIc , noua l'avons fait en suivant 
l'.^.'.upl.- iIl:\ i!!i:'l"es !:i':uliii':riLS qui lions ont ] .1''-.: i' . I li (l.a, 1:1: ;;e: i : e de i -.;bfi- 
clie-. Liepeiidaul il p;:r.iir , qu'an l[i:n .1.: pniii il r I c- i.m-iiliintiun auxiliaire, 




courbure intérieure de l'armjUe^Ceci deviendrait surtout évident, '« l'on de- 
Eultu il faut remarquer, que la théorie inalbémalique de la chaleur a pour 
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i\f. Iraivrr j duqiif k.-iiv.l k Lcii| l'-'jIiiic d'un ]»iinl [jiic [clique, J'iijiri'S 
uiiililions initiales di! problème ::t h figure du cni'yi que l'on ccinsidwi:. 



a que le J-irut qui, 



randonnées, scr.i i-luinuO et roiïjjinc dp b quan- 
tité a-, =y~ r/,c (i + bu) j o tiam donné eu Ibacctan <ic x al <le i ; et le coeffi- 
cient » ctjill duninj caui uluqi'C c>s jur lï^j.uicr.ii; . iM.ii, ceci n'est qu'un 
aperçu, que nous repentirons dans une 



>J.le du Scicntti ie Parii. 



m peu, qui. él* lu m 1S1S 1 l'ic 



MÉMOIRE 

SUR LES FONCTIONS DISCONTINUES - 



lyTROD'UCTION. 



\):.\:\A IJ-iiimiili. Krli>; i. \ \v\ ililerl , r.L llilCLllés depuis par les plus giilild. 

géomètres, p-iraii avilir été ré.olue par M. Fonrïer qui a montré le premier 
gnmmenl l'on pouvait déterminer, dan.s cliaque cas particulier, le! fonctions ar- 
bitraires de manière à iiiii.nmv ;m< eomlinoni iniii.ilis il il [iralilJiuOjIllijnis lors- 
que eolles-ei n'obéissent pu au\ liis de cuuiiimiiij. Lri formules que cet illus- 
»'u çÏKiJnélre a trouvées sont |i;li|iivs;i cspiiiicr une fonction discontinue quel- 
conque, ibilir les dlvi: ;. il.i- s. : ..| i|:ri-i:s . i:l]-i: d. s Jllilile: (lo:nu- Jï de I i V I- 

riabli;, Hiini;; r] II.: ii'^iuj'i.-.l.'e . su;il i;- | , [ L i: I ec ; ;>ar des rï[ires- 

siooa différentes. Iljus ce; ;oro:uks, iiv : ^k-uts que li f.mction doit prendre 
île us cl:-i ie\- eeudi:iu>i- de iL:>:ji:li.i:i jte . .;j:Lt combinées implicitc- 

ii]i:ui : cependant ~f- umm-. ,i j\nn , ipto 1 eu r.oov.i c L'.j::j jui' concevoir une fonc- 



Idc. Ci [ici:d.Til <m voit, que t:.ir UT l méthode eu o3 
Ici. des valeurs qoi scrjictu claies a II somme de c< 
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qui viennent j ibralii. 

En discmaulle* .livi™ vJïiif quu invu.iwnqi.uliincsimOï.-i.lcdormîei 





ne l'est pja, on obtiendra, après avoir multiplié par Ja fooetion qui doit doa- 
lier Ici valeurs, nue formule qoi rcjiréscmtra exactement la valeur de la l'utichun 
d i.n: jii lÏLjut 1 1 1 ."■ i j i u j l1 ri IiijuIlS, iLlj: Ij ■■■nr'jirT i :l-h h qui ne sera pas exaele 
dans le second. CtL iiuiis :i ijii si.jiucijiil::' ijhu cuiiinii:, dans les funnules que 
l'on avait trouvées i n lr,iil;nil iliriV-i uiii i-.iïhU: I.i niinuiié des fonctions, on 
avait toujours réuni iiiqJidtcriH'iil I. (ontliuri '[ni iluniie la valeur en géné- 
ral, â celle irxpriuu.- la condition de discontinuité, sans distiller 1.1 valeur de 
i-elle-d ails limite, et sain ..i'i|.arcr eu ticluurs m ik'n.i IWiirHH, il iVrfït |»i 

arriver dans quelque-, ois ijue l'un vi'u Ciit us.i^ d'i j-ii irjih!e deiliscoriliullilé 

qui ne fui |«s nacte aux limites. En effet en cliercliaiu à vérifier noire supl»- 
siticio suriJiiel'|l)e>tli:iii].l''''li:li)ii('ii().i.di.[ iiii[i,ii:i-.,(li.h(:[iU'-ESIiar les géuraé 1res 

cela devait arriver d'après noire analyse. Nous avons appliqué Ici mêmes consi- 
dérations à quelques séries qn L - l'on savait rcpiiVnlur des ronclinns disconti- 
nues, 01 dans quelques ci. no.is avi::^ Iroiivi': lin:iies la moitié île la va- 
leur cherchée; mais dans d'entrés exemples, ayant rencontré des valeurs qui 
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m |«m jiarveniràrepriwMor les fonctions dû 
jnnons pour ciemplu une de cas formules, el en l'appli- 



lières. Ces piprcssitins pcuvcm servir il;nn la détermination des valeurs 
înléjjrjlcs définies, Il uiru li'im (;t.iml u,îj;i! li.nii In iliiivii! dus fonctions orniè- 
res, comme nous es|«iron5 le inoulrer dans h suite de cm mémoires. 



Dut: M □ ,■ C 
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A N A L ¥ S E . 



tint qu,- j .I.mkiul |io.iUI' plus grand que Eéro; et G'ert dans ce seus qu'il 
faut cuteudre l'i;s;rosbiou lits i;ft;:nùlru.i, que la valeur lit! celle mli^nle est 
ijiJi'jEJiJanlc lie j:; or lijrjijiii; j^=ui, on trouve A=rs ; et en faisant a 1 111V 
gatif ou obdeol^= - — — .11 résulte Je là que l'intégrale défini* 

1= + itque pour * = = ou trouve fl = j ; et que depuis j;=4, 
jusqu'à tao,B depuis x = —b, jusqu'à a;=— os, on obtient B=ti. 
Ou voit par conséquent que 11 formule 

a pour valeur icro, depuis 2 = 0, jusqu'à a:= — ce ; que pour arao, elle 
donne C — — , et qus pour tontes les valeurs positives de x, on a C=r . De 
mime la formule 

fournira û = o, depuis x = a s jusqu'à x = ce , el depuis j = a + 10 , 
jnsqn'à j=œ ; pour j:==o, et pjjurx=a + ao,ou obtiendra et 



I 
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léjjrale D, par la fonction — p(^), ou aura l'exsiraiKH] 



qui aura pour uleur lira, depuis jr:=H, jusqu'à x~— x ,et depuis fessa -(-£, 
jusqu'à i=»; il qui depuis a-=;n, jusqu'à i=a-|-i, eipriinera eiacumeoi 
la fonction p( j), racepté pour les deu* limiies j=n, x=a-\-à, pour le- 
quelles on aura £== £■= En r iiMnl |gj méin es consi dera- 

■iani sur la formule 

f, w /i*i„(._.,4_±) f , 

'>■! '.l'iuiiir.] dri riiulta'.s semji.ljlili:,; cl ]MiiirUut hripic^uu 

^_4^'f»-?«»("---ï> + v»'('/f'"?'"('-"-î : f)« 

deviendra nulle depuis j-=a, jusqu'à i= — m , et depuis j-==a + i -j- c 
jusqu'à f=a>; el donnera F= £^-', pour j:=a, el ^■t" + i + c ) , 
pour *-. + »+ c, « F= * + , ^ IE= „ + , . „ 

eoûteiaV. ,™ la fooc.iou depuis *=0, iinquï + » »« 
W,i„n de,,uis + h, jusqu'à + i + C . 

Si 1.3 duui litniiiii'i. a(.i ), t!, '.)■), mjili lallc-, iju'.:ll-.-.i paissent représen- 
ter den\ ] i ji liims di: lIi-ii v uiiii iiij-. qui u. >i l [ k: ri i. [■ir-ipia :t —u-\-b, en aura 
pour k poim d'iuleneclion (>(« -j- (" + *)j «' jmirum la formule 
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F sera «acte inOmo ponr la valeur r = B + i, puisque dans ce cas 
p _ f_(« + b)+J> t (.<-+i) _ ^ (-„_|_4). L'onïOÎt pur là que les Formules pré- 
cédentes peuvent servir à rcfUÏ'Wulei- lecmilimi- d'un dont les culrâ «uni 



oelconi 



que au 



que dam les polygones la loi de continuité venant à se rompre à chaque som- 
met, les formules que nous avons trouvées doimeni pour ions ces [.oints la de- 
mi-somme des dra« ordonnées que l'on oblienl en les considérât comme ap- 
partenant tantôt à l'un, tantôt à l'aulre ties déni cilles qui viennent s'y 

Si l'on voulait exprimer une fonction disconlintie fis x, qui donnai i'uniié 
pour tomes les valeurs de j: comprises cuire r=», x = a + ù, sans «rqiipr 

réelles de x, on irouverait aisément 11 formule 

■G/t * - (-- t»+ "fr t - O- 4) 



On peut parvenir directeuienl au même résultat en observant que si 
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l'on iiniiijii,^ par j- l'iuit'-gralo définie 



f/f-.i_(,_._±)„ 

le problèma que nous venons de résoudre, se réduit à trouver une fonction 
dey telle que pour j-=i, et pour r = -f elle donne c>(j) = .,et pour 
j- = o elle fournisse p(j-)=o; puisque i , -i- «I o, sont les trois valeurs 
dej-i d'où l'on dednît. 

<y) = - » Cr - 0 0 -| ) 4- ■ = - * r + 3 j-. 

On |iem trouver mie Infinité de formules propre) h vérifier les conditions 
[irécédeules; mais on voix qu'elle) conduiront loniei à dos cipressioos du se- 
cond ilejré, puisque il s'apjt de liwrr line équation qui ait déni racines. En 
général si Ion av;u't un,- lo:i.r:k>n .li.Lmi:imie qi:i:li:Li;i.-|L]^, uùl seulcmeut 
un ui'inlir^ liui n vjk'urs diilérorjlcs dans une étendue lïuic ou iulinie de 




inls, que h moitiù de* valeurs 
Pour appliquer ces rifleiinni 
mouvement linéaire de [j rlulcnr il.nn une bine infinie de trés-pellle épais- 
ur, en supposant que les irnipémiircs initiales des points de la barre situés 




de l'intégrale définie ^ ' 




.t=l — I . jN.^,:, < El <!.■!".;■ I , jUMjll'iL J = «; <|lli 

Pour. rqirésemer lent (II* :ic.lll:'. [HTiLiLineules dans une barra 

édijuB™ par un iuyiT (1d.il l;i is;iji|ii;r.inire est I , on 0 la formule 



3 f'jk^jf- 
r { i + r ■■ 

(pi exprime .io'i\ courbes Lijj-irltliîEiiijuiïS sa coup? ru l.jis!]uc J'=o, à une dis- 
tance égale à l'unité m dessus de Fixe des abscisses: mil menant comme 
au point d'intersection on a e° = i , on sera dam le eas d'un polygone, et 



OigiiLzM by Google 



C4. ) 

l'équation wri encli mime pour l« limites Je chaque fonction; ce qui p 
se vériiier fii-tWril, jini-qn'en faisant J=o, on a 



„_ ' fjl 



(^),„ +( i= f ii;),„„ +(: ^i ) ,„3, + ,«. 

(dont la somme est — uni que l'on donne à j: une valeur quelconque corn 
inïse entre o et a , et qui se réduit a zéro pur une valeur quelconque du j 



Tolh ce qi:c mins ,ivn:iî dit jiisijr.'ic: nom ;i.ir.i:t il' i:n:niivr ].i ri,- -,-«.ile ilo 
discuter dans chaque cm paciicolier la valeur des limites dans les fonça ioni 
discontinues, à moins que l'on ne connaisse par avnnce la nalure de la formule 
d'où l'on a déduil l« cv^a-sii™. qu'il ?.' .■ ^.i i de vcrilicr. car une formule qui 
eiprimeune fouclion discontinue quelconque est le produit de déni facteurs, 

dont lui: l'cjncisnte lï'.juilmij .l !..i(M,:d.' Ci.'ilc I : . i : r i ■. 1 1 . ! ilo i [ 5 lli s il in: trlSri! llcii.\ 

limites données, et l'autre exprime l.i condition de li discontinuité: et on a vu 
que celle-ci ]ieut être exacte ou nou, nui limites. Si ces deui fadeurs étaient 
toujours en évidence, Il serait aisé dans trws Ih.h nu de vérifier les valeurs des 
limites; mais dans Isa formules auvj nfUeson iem en résolvant h» proMènies 
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évidence tes facteurs dom nous venons de prier, joui miles dans quelques cas 
pour faire uouuaïr™ dû mejnenl la mardis de Ij furmlioii disaullimie : on 
I rouve pr eieinple 

„ = 1 f dl > COi E „ " + ' + (L-ZS ) d i iin i x . 

et l'on vnit que cf. tipi .-.lions «rvirairul de iiu'iik a représenter l'état perma- 
i>enl d'une barre, dans laquelle il y aurait uti nombre quelconque de foyers de 
température coiMtlat». 

Un pourrait aussi, par des f.ririuli:s !.i:il:I..l. ■!,:■., .st|.rinj.-r ii,:s Murirru 
tiivnriiiiiiKii à dom ou à on plus grand nombre de variables: pourvu que l'on 
lumliliiit ooijvcn-ilJcinciil ]■_■> coinliiuirn des limites. 

Qu'il nous suit permis du remarquer ici, que l'un fairaît disparaître quel- 
ques-unes des difticulios qui se rencontrent dans L'emploi des formules de trans- 
it tlidliis. i:E ijai.s i itHaiiLii; .pa'il Ijn; nui ;Li:ior luiu l:l:iss ari.iuaires discon- 
tinues, si l'on faisait usece de la formule 

• '.+(»-■). .+(—1). ! 

que nous avons donnée i!.n*. bi Mémoires de t'Àeatléniiu de Turin. Parccquc 
la quantité je qni est indéterminée, et qui doit s'évanouir d'ellu-mémc, sert à 
détruite les erreurs que l'on jiourrait commettre eu attribuant au développe- 
ment de une forme qui m; lui uuuviundrjil point. Du reste ces considé- 
rai ions, qui sont indispensables pour obtenir des résultats eiacts, intéressent 
spécialement l'analyse des é(jujlioi>s ,nn dillï-rciiiiclU-s p.rlirlla' qui eipriment 
le roonveiHeut de La ehileur, lorsqu'un jupjiose que les leiujiéraiures initiales 
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«u ,rob,y. , 



c.i r.;[js:'!.V.i[]i la questiod soui 
l'aui limilcs de ces fonctions 



wté les fonctions discontinues réelles, que par 
expression Finie qui un iwifurms que iIch <| Llilé, al^rliriquei et des fondions 

et qui peuvent exprimer une. fonction discontinue quelconque. Sans exposer 

Imigs (L'iTluppem.-ns, nous nous bornerons a voilier u /Kistt-rwri une de ces 
eïjirosùiiis, d'uii l'on 1:11 [:ih]it.i lu i i u une in[iii:lt d'autres. 

Les géonie'lres qui se sont occu|*a de la détermination des valeurs parli- 
ndièirs des cueflirinrn dilTérenliels, mu r.-fiirinti di-puis [oiig-i, : nis que la fonc- 
tion x" log x , qui lorsque- .r— o prend la forme -1 , se réduit a léro pour 
eiTit v.iii-n r di> j. l Iojv'hii: // ■■ i s l> r|in[iiL[b- [msitive, et qu'elle devient infi- 
nie lorsque n eit n.-iiiit : luimiieii.im si l'on di«cute les diverses valeurs de 
l'elprcssion 



..logo =• 0 



et «afin lorsque I est une quantité quelconque compt 
gatif aura x — n = — p, ut par coniéquent 

(ï—Jhgo p(-») = 



D'où il résulte que la fonction 



est égale à zéro depuis i = — « , jusques et inclusivement i i== n, et que 
depuis X = n, jusqu'à X = « , telle fonction a ponr valeur l'uniio. Ainsi 

(!,.)(•-«) (U(.) 



91 nnl pour tontes les valeurs de x comprises entre I=a et x= — eo ; M 
iiitto x=ia-|-£et i=n ; et est égal à l'unité pour toutes les valeurs de x 
nmpiises entre x = a et x = a^ r b; eiceplA «s dernières limites pour 
esquelles il se réduit à léro. On peut observer que l'on a 
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Maintenant pour appliquer «9 formules à un exemple nom cherdieroii! . comme 
nuui l'avons déjà fut, la formule qui exprime l'état permaueuldes températures, 
dans un* barre irèa-minco de longueur indéfinie, qui a un foyer de chaleur pla- 
cé à l'origine des coordonné!» al dnnt la température constante est égale j l'unï- 



d'oà l'on déduit lënuation 
qui donne la relation 




On trouverait de le m,!ms manière l'exproaion d'un grand nombre d'in- 
tégrales délinies dniu mt uni jiwj'.ULi .l^mir linim i- .l l s filasses, distinctes de 
transcendantes, et qui ne soni que des formules coq tenant des fonctions loga- 
rithmiques et circulaires, dans lesquelles nn adonné des valeurs p meulières au i 
constantes qu'elles renferment. Nous montrerons dans la suite de ces recherches 
l'utilité tlu ces formules, dins la uYtt:.-n:iiMiiilri do valeurs dej intégrale* 
définies, et les applications nombreuses qu'on en peut faire à la tbéoric des 
nutnLrci, cl iy.\ à b'j L.jlyiu Jis finirions entières. 
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MÉMOIRE 

SUR LA THÉORIE DES NOMBRES- 



INTRODUCTION. 

Ijes géomètres qui se sont occupés Je l'analyse indéterminée, sont parvenus 
par leurs recherches [iliilùl ■ ié<uuilic des quotiMi; spr.ûde.s, qu'à faire avancer 
l'ensemble de 11 science. Leurs méthodes, toujours bnriiœi an problème qu'ils 

questions plus étendues: Imui plus, [nu tr.iili fin pi"l>l.iiue quelconque il fallait 
que les quanti lés connues finsisil duun™s e iiubres; eu saiii cela, le iiiiinqilis 

B caeEciens algébriques, même lorsqu'elle était du premier degré. Du sorta que la 
théorie des nombres presqu' immobile an milieu des progrès des autres parties 
de l'analyse, qu'elle avait vu nailrc ci r-Ylevrr succès^ veulent, s'en trouvait 
sépatée et ne pirtagc.'ii :i i- J L m f'efloLtK'U.ieui;!:! lo:d uiliîi . Cet isolement, qui 
forme la dilliculté princlpilc du l.i tbéoric tir, nombres, dépend de la méthode 
que l'on a suivie jusqu'in jinur metlre ei: O^u^-.îui: loi r.'li lé rues d'analyse itltlé- 
tei'iniuéei car en exprimant seulement lus relations qui doivent exister entre les 
valeurs des inconnues, ou a loujuius néglige Je représenter par des signes 

alnélnique- l.' C!mdil\i,ii nniquelles ci'si :i m-' .l.ilvi'iu -insfai: ,- . .iliu 

qu'elles suient des nombres entiers ou rationnels. Ile sorte que ces conditions 
étant seulement sous-entendues, on lie peut jas les soumettre nui règles ordi- 
mires do l'algèbre, et il en résulte un nouveau genre d'analyse, dont tout le 
succès dégieud de la sagacité particulière de chacun des géomètres qui le cultï- 

II v :i quelque Le JUS que iiiiiis Js«.'iis L:k:ié :1e :■ lie di^j".[^i:re e'.'l'.e i ni]).! jleLlioi] , 
et déjà nom avons montré ailleurs qu'en écrivant en analyse toutes les condi- 
tions du problème, les questions que l'on appelle indéterminées , devien- 
ne tif tuilier plus que 1 1 r-i crin i nées, puisque L'un obtient tuujuurs un riumbju 
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équation iodêurubb , « nous y sjouluru de dm» 
nous reprenons eu [iruliliimi « /Wn;ï dans tuuie si 
irons comment, en priant des principe) les plus él< 
on ironvepour di.i.pu i,„:,,„ii,^ „„u wjun.Ion algébriq 



pour résoudre la queslion proposée. Cu Lie souin.o pourra s'opprimer pjr des 
intégrales définies, mais leur valeur nunu'iriipie aura en a i:iu:r.il for! ditëoile a 
calculer; pour en lurililer la reclierclie 11 faudrait recourir à dus principes qna 
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nous n'avons ps cru devoir i'\ji'"or daiii. i e nM'ni'iije, qui n pour tint seulement 
.Le Irioiilnr i ii LT..I IVvirir de noire niella d :. vi.- Miu.liin; |...i|r iju'iiii lie 

ni-oblcrne* jwrliculiers, er pour moi lui::- rjin-l]ij numérc nos formuler peu- 
vent se siinpldicr ^l.iii' le lt:iii[ i]rji;i!;re oi' cih. no;ts considérons spèeia- 
lI.lil. Le m i: aliiij e Je' é [-: L :i t i i-j-in -i M'i IL i'ii |ir L nli':r de^lé [.jr r.i|i[iorl 

,i l'une lies inconnues, et que .M. Cmtss j .ijincllces commences. 

Eu donnant d'uliui il I.i T. 1 1 l ! jiie £éne:jlc de* toii^incutcs nom trouvons, 
que les reljliou, eii'tjules entre lui uni (li.. v.tih J,:i eipi.iliuns al-ébriqnes et 
leurs racines, s'élenilcilt a-L> rorigruencm dont ojiiIcî les racines sant entières; 
nous déiimmtun- île celle manière le- lliéuiènie* de Fermât et île Wilsmi, et 
be.uieiiiiji il'.mlith g.rdji.niliiKii nouvelle*. Puis en iipptiipiam :ui\ tn.i -menées 
le- l>riucips qui reniée ment I I ibéoiie ni-iu'-r.ilis de.i [11, liions in déterminée., 
on trouve les congru i: née- de Hindi lii'n ijui eïuiïent elle salisfailes a lin que le 
problème mit i.'i.uluble; ei ni eunilitiors m -implilie.it lie.i leoup, il 1 aille du 
théorème de Fermai . lor.ierue L' module est lomW premier. 

En eOectuant 1 'élimination entre tes con S ruçnces, de la màaa manière que 
pour les équations, il devient faeile d'obtenir te résultat final; el on trouve ainsi 
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ans différences finies qui donnent le nurnbre ut t;i Mnniiie des racines d'une 

HKIgmi-IHB qnskïll.ipie. (i;s iorillll'cs élSia .l[l[jlir[!l.'i. j [;i tOll^llcNL'C (lu 

premier degré, fournissent l'i iprn.i.ion i .■ i" .. I . ! de racines, qui sont unc.ionc- 




jHjsitiun générale qui ic--i I L- llicuicii.c l.juti'u.u.i.il de M, Gauss. 

La formule qui Lcrl i]c base nul 1 1: Ùcjlic, et qui établît Lid rapport si 

nîl !e moyen de résoudre directement les équations il deui tenues. M. Ganss 
qui a découvert le premier cette r.'itilti ii: JqL |.ir une méthode particulière, e! 
Lsgrange qui Ta r.iNi::ii<'.: en\uiie 'i li iij- n-îu Lîmicr alu de équations, ont suppose 
la ouuaissance des racines primitives. La théorie que nous exposons dans ce 
mémoire eSL indépciidmte de l'eue reclieiclic, et ri'.,! I leurs elle .es! beaucoup 
plus simple que les méthodes Imuïées par ces deux grands géomètres, qui 

eli^elil de 1 11) 11^' . il. i. j . n;r ipplirpiee-, . Ou in invr.i il.iu-i I m lin: (Il i 

mémoires âge méthode ginérih ei trôs-iimjile pour traiter les é^nauuus de ceue 
ctas'e, de mérite que eelle. rl'oii dépend tj . 1 : v i i ,n i ml parties égales de l'arc de 
la Leinuiscate, et beaucoup d'aiili-es; et 1*011 verra alors purqnoi la résolution 
de ces étptiilions délemiii.e;.., réduit i' niiHL-^ lui problème d'analyse indé- 




nombre des solntioos do certaines cotigruencos, cl les raeinos do quelques équa- 
tious in de ter minces du second de-lé. iSous avon, tiré de 11 des considérations 
générales sur les résidus initji. [iic^^- et keuics, .-m" ii-*.uelî ou n'avait eueoro 
rien publié, eu uimur-nu ..u;iiii jL :li: 1 un .le.. lit tii.idiliiT les liirmes des nombres 
pi'cmicis qui servent de u]u:Iil!.', aiin il \ uLi- des iL.'iérncs généraux.. On sait 
que pour avoir tous les lliéiirè'iifH etvniiis sur les résidus quadratiques d'un 
nombre premier, il sulTn que la Itinnt' linèaiiii de eu nombre sort douoée. Mais 
cela est insuffisant pour le, lésidn- cubique-, cl bicarrés, et il faut que le nombre 
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pour montrer ].i |.,i-ii[iHiii: [I.- <l,':.l.iire .l'u i seul j>i-îiici|!c puerai unis lalhéu- 

ri^ [les li.inibrei. Nmi.h ii'iuiui* Iraiu; ici i|u' ■ ,'l.K.e ii'0.|113i;,i I. ii,ilelrr]:ii- 

îiécs; riiii.H siom mrmiiejoii-. iliii» I» suite emiiaienl un e;i peut lé'oiiilreun grand 
nombre, d'autrel, on jpplii] ml le caLul (l'.i|>|>roiimition aui équation! indé- 



dau ce seul ojb fournit dus solutions «jaci 
numcrlqiici, telles ijîii- tc> nr.iiilbrci pruniers 



m partiel de l'analyse, i! était, certain i|uo 
: à ?nn piu'lLLtioiuiejiierit , elles en recevraient 
moulerons tl.itis fi s-.j it»: île l:<;s rcclicrt[ies à 
. ilts iiiuclieiis circtil.iii'es, rluric plusieurs pro- 
■s jii^j'j'ii pèsent, «IOi-juIlui .le J'.irinhse iiv.ti;- 
r comment la cuiisi,!iV,ii iuti ilei ilillci ens orilros 



es» ) 

ANALYSE. 

montré pour la première fois, dans le a8." Volume des 
Mémoires de l'Académie Royale des Sciences do Turin, qu'étant proposé de 
résoudre en nombre! entiers l'équation 

P(*.r.*l elc.) = o , 

(qno nous indiquerons pour abréger par 9=0) pour «primer que j:, y, s,. ..etc., 
doivent être des nombres entiers, ou 1 les équations 



i, à trés-jreu près par la formule 

I S 2 



nombre des solutions eml ieres de l'équation p = o, 



(-3) 2 2 2.. 

2 S 2... 



■ , "IHi' I+J " I " ,+ ' !lt!f '' ,; '' 



On pourr.iîi encore Biîre usage de la formule 

2 2 2 (■")* 



il serait facile rk 




de l'écpjation (t3) il faut calculer» dans le second inembrq , un numbre de 
termes qui augmente avec la limite n de l' intégral ioa; de manière que l'on 
obtient toujours une ci;!W.'i'in de <k-;iv in :ilini . -:|ai i-.it l'imtl.on des m-lli.-itr.s 



de rétruaiion e> = o, et île la limite n. Il faut remarquer surtout que Ict coef- 
ficient dejivîrioblB;i,j-j e, . . . etc., dam le développement en série de Tin- 
tégrsle qui forme, le premier membre de ■ l'équation (i3), soin telt qu'en caU 
eutant un certain nombre de termes, il ne reste à peu près que ce qu'il faut jour 

(limlinr h: mjndirc do s-.ln lions (!>■ I ' ."■ : j satiuil :>v;>[™ : . Col lie tclli: coli.nle- 

ration, et de l'cnmen attentif de la nature do ces coefiîeiens (qui l'expriment 
aussi par des intégrale! définies) que l'on pourrait déduire dei considérations 
qui jetteraient beaucoup du lumière sur la marcha de la fouclion représentée 
par la formule (lii): mais ces reclieirliM lie -auraient trouver place ici, cl nous 
les esposeroni dans ,„, Iraesi Ionien lier. 

.-i | ■ i - 1 . n -iiImi : i. i !■'■;:! iiiont.cr .!.• qui! lu nniuiirc nn pTLU i ^L :i- 

dnirc la lli™™ di.-s miialw à l'analyse ordinaire: mais nous allons reprendre 

Etant prortfnèc uni' i:pi.itra] i pluiirnrs inconnues à résoudre en nombres 
rationnels, fractionnaires on entiers, u:î pourri [un] mr s l.i pré|jarer de manière 

I i.lLlui jiio:.^ i:..i :]e la forme 

P(-*-»S"i«* ttoj.}— o, 



f M) 

cl qnc l'on cherche pour x ,y me. 



•fi?* 1 * 

dans laquelle il ne faudra chercher pour 



[jiii; des ïiliuih ciilièriM: cl d'ailli-urf s'il y avait .!l'ï in'.iJU:u'. n.'^iliv,:. un Ici 
obtiendrait en changeant les signai des variables. Nous siiliposerons par consé- 
quent qua ces réductions soient toujours effectuées dans les équations dont nom 
chercherons U résolution. -.-.■* ." . 

Soit proposa de résoudre en nombres entiers et positifs l'équation 

que nous representcL'imi ciimmc: aNji.irav.uil jiar (5=0. Avec les méthodes ton- 




(55) 

valeurs comprises dans les séries 




i:t 'il 1 1 L" î'^ili^ i;^ ^■■rii: 1 1 lit? :■ i -. 1: i-h j.^-iljL'- il.u:< lï'ÏLir.tion .p = o . O 
<jur l-.-iiïi i UL'i vJcui* de i- vj iLiiin-.TC:il [î.irjiii racine à.- l'. r .[i..- 

x—w-.K»-.) (*-(—>))- 

e: i|nt lit- lurmu les valeurs de j- et de : serein compriws p. .nui ks 

i"-r(r-0<r-«) (3— (»-■))- 

Z_,(._,)(._,) (.-(,_,)) = 



Les éjnaiions precedemes «priment le) conditions qi 



Atcu la mt-.hude fp 



inégales; nui; <ïl y .1 lia racine 
de h minière minute . Ifoat Ht 
qu'il Vagisse (l'une équation à de 



] r ;ll].MiI, pour >Lf;lij>!ili'T !, IjluMioi] . 
lies srtilcnicin; jmisijinj li Juéilioilc 



est absolument la même lorsque le nombre des variables est plus grand. 
MaiiHutuiH pi-i-|j-r>-.': de résoudre eu nonjbica rationne t., ]'■■■[ ij.ilinn 

?)•=<> i 

valeur ration nelle do j = i; (n clam un nombre p] m grand que lunkô) en 
diiréremiunt l'éijuntÎQii proposée par rapport à x, et clierohant le plut grand 



on amn A = F[x t y), cl il y aura un resle H = f(y) qui r» cunllo- 
dr.i plus x, ol qui pir tupposUion devra se réduire à zéro. Si l'on fait par 
fuil-iipiei^t/f )J=o, un i-lie rr liera Iti i .iiïuus ratmiiiicllis j-=ï ,y—b, , 
yt^b, ,.. .cIl-., de telle érpiaiitiu, 1. n îl en ei^ie, ^iuii substituant iiicces- 
itvuincot S, S, etc., ponrj-d.iurcvpn-..;.i:nlc A on aura les équation» 



™.«J, A „„, 




qui devrait eiiiter en nx 1 ■ n l> lems <jiie l'iV.j.m! i t >;i pji , j-) = o , et qui en 
sérail un facteur: l'un ne rrjil dont |w délerininer lie telle manière la va- 
leur de j- = £; m,™ en divisant le polynôme fj(/r , J-) = o par A , le quo- 

grand commun diviseur cuire A et Q , un uurait IcLplalioa j' — J,( j") = o . 
Nbus ai uns 'H|i; usé (j.i'il \ av-ii su ilirmeitl n v, luirs dt! uorrespon- 
daoïcs à une valeur de y — l : mais si mure celles-là il y avait m valeurs de x 
égales à c, el r valeurs égales à c, eu., il «trait Leile c 1 ".■ j ^ ■ t i aj s ■ «s ■.- enclin; j ce 



unncllcs île v ijui la resoU 



rsi telle ijnfi iieii! valeurs de x ~ i , coriw|iimdcnt à la aànay — i . ' 

Ou rail, par ce qui |>r.'avili', .|iiellt .<>|i:'v.i' i. us il fiinli; il f.irt .i.ir.s Mnsl.-s 
cas; car ai l'équation jiuijui-ée iiiiilenait n icimimuei. un la réduirai! luujoirrï è 
une autre qui en aurait n — i seulement. 



( 58 ) 

Maintenant il est clair que idlii,: l.i ilii^i!,: il,:, nombres se ramène au pro- 
blùme de l'élimination; puisqu'il suilirait I i ri 1 1 11 ua- Joules les inconnue* cuire 
les équations 

<)(*,j-,= ,....clc.) = «, X=o , r=o , Z = o ce. , 

que nous avons établie jirccMcrnmcni, pour trouver l'éqnation de condition 

vrai que l'on pourrait (Destituer directement les valeurs de! inconnues, nuis il 
serait trèj-difEcîle de résoudre la question par celte voie. Pour ta traiter avec 
quelque succès il faut recourir au\ imrjj-.ili-- (Infinies, i l spécialement aui inté- 
grales dont la vilt-nr est iinlq«i(laiitr des ciikijiiu» qu'elles renferment. Mais 
nous Dont réservous de donner celte théorie générale dans une autre occasion; 
et nnus nous bornerons pour le moment à considérer les équations dans lesquel- 
les l'une des inconnue es: éiesce seulement .m premier degré, et que M.Gauss 

noua fournira l'occasion de montrer nu li[i1l: simplifications remarqaa- 
l.li'- dtin; notre mri i^t s ■ i - l-i- ] -. i i " j I ■: , k.r.,yi':.ii l'.i | i|i[]ijue ans cas pirtic.t. 

qncslmns . ■. j ■ j riq • 

(«<)-•••- ««. )*>«*«> s 

dans laquelle p exprime une tvi.-linn i diiunn.'Nc i'l i iiii. i c quelconque des nnm- 

que s'il existe des valeurs dui,j,; eic. , plus grandes que p, qui 

résolvent l'équation proposée, il y en aura aussi d'aulres qui seronl comprises 
entre et p; et tv vjr.inl ces rlprniri.-s rjur i,™. . i.iisM.V.rmis loiijiiu.sd.n.s 

p{x,y,z, eio,)s-o(inod.p). 
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. ■>' il, ) -V, ■— 1 iiii iI. /■ ) . y, ''■!;.!>■. nrj [iiiImi allier eu 3: du degré 

m — r ; il résulie de là que la congruence JT= o ( mod./i ) ne peut avoir, 
tout au jihis , qu'un tiomlite ib de racines entières moindres que p , m éiaui le 
nombre qoi eiprimo le degré du polyuume X ; et que si elle a les m raeines 



+u.^-X (mou.,) , 



«,".=, -f- », a. o, + <r, n. 

(- "= "> "4 + =, u, o„ + u, a, a. 

+ «=■ ' 
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pour les équations algébriques j car en appellanl P, , P r _ t , P,_? , etc. , U 
cines ou aura. 



P r + A, P^., + J, P,_ + r A r = a ( moi p ) . 

On peut do la même minière transformer Ici congruences- et obtenir l»uri fonc- 
tions symitriquei. En géuéfji éUat proposé de trouver une fonction symétri- 
que donnée 9, des racines de le coogruence a {mod. p), qui a. toutes ws 
rjci^it- cuiiéi'L', un djLr^icr.i Li m. : roe ioncEimi ^viiùtriqac il.ji^ I l'-ii jatloii 
X= a , et on esprimant dans l'équation la ïjlcur de celte fonction par il = A', 
on sera assuré que pour Je congnience on aura 

p = S ( mod. p ) . 

Soil maintenant proposé de résoudre la congmence 

dans liqnelle/l est un ninuliri' [ir.Mtti.-r. S; l'un cherche une trauiformée en y 
dont les racines surpassent de l'unité celles delà proposée, on aura y=x -f-i , 
et parlant x —y — t ; d'où l'ou déduira 

tr- ■!'-tr->)-»("»J-p) 

et par suite, en négligeant les multiples de p , 

y, — y = o (mod. p). 

Mais comme celte dernière congnience est identique avec 11 proposée, il eu 
résulte que celle-ci ayant la racine j; = n, aura de même 11 racine x = o + 1 , 
et par conséquent l'autre i = «+ii«t qu'en général elle Mra résolue par 



(6, ) 

toutes les valeur! de i de la forme « + j émit un nombre entier positif 
quelconque: ei puisque en faisant i = o , on latisfait à la congruence proposés, 
die aura pour racines tous I» nomlirei naturels. Par conséquent ta congruence 

xr" — t si a ( moi], p ) , 
aura r*>ur racine» ton.) les nombres i , % , 3 , . . . . p — i ; ce qui forma le tliéo- 



■ = p 0«i- p) . 

dam laquelle p est un nombre premier, élant comparée à l'autre 

x~ + A, x— ' + A, r-' + x + A. 5= o ( mod. p ), 

que nous avoua déjà considérée, donne 

^=.,^,=0 A^, = 0 , A. = — 1 ; 

m<=.p — 1 j a, es 1 , Oi =a 9 , «. = p — 1; 

et par conséquent, en substituant les valeurs des racines a, , a, ,Oj, .. . . a, , 
dans les congnuiwes (1 5) , 00 inra 

' + * + 3 +P-'a» < morl jx > , 

[ 1 - » + ■ ■ 3 + t . 0>-l>) 

"{ +».» + *- 4 + » ■ (P- i)[=o (modp), 



/ 

'■3 (/.-■) + iso {mod t.), 
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puisque p — imIUD nombre pair (') . tletic dernière congruenec équivaut au 
théorème de Wilson. 

.Si l'on vo-.iliil EiijiLVLt nuuibre :■ tel Hj'.i'.in r.iii.vil li: |iiix]uit de lotis l« 
nombies ÎL]fi':lK:LirS - /■ 'j> i.t.ii'.l IIil ril'jri I | il i;:nii': ' :i]u[i i^ la;:Li'H: ^ , lu, .ÙL 

,...>....(,-.) (*+■) ....(,-■) + 

on devrait chercher a délerminer les coeOIciens de la COdgruiOCe 

xi" + aa w + pj ^t +«Bo[mL f ), 

qui a pour racines loua les nombre! eniiers inférieurs a p , ciceplè le nombre g: 

xT' — i EEO (mod. p) 

par x — g , et le dernier terme du quotient sera le nombre i. 
En effectuant la division l'on trouvera 

fZl^-L + gxr* + far-. ... + gr-> x + gf. 4. Ç^ E .(»d. p ), 

et puisque gr-' — 1^0 (inod.p), on obtiendra 

— — - = + e*^ 1 + g* -1 * + g^ 1 = ■> i>°u\/>), 

..».a....( r -o (g+o-- ..'(/— 0 0-0 + g~«o(»od.,). 

En fai'aul dans celle congruenec jf — 1 , ou ratmuvs le théorème de Wilson 
qui esl un cas particulier de celui-ci . 



(63) 

On [marrait dé.Iuii.i l!c I. tous lus slirorèraes que M. Gauss a insérés ciana 
k troisième section de ses Reelujrdits Aiiiln]ti':iji|LH^. ci beaucoup d'autres 
jinj[i:.i=ilt«. , i.!iiotn-i;lli:-.s: "un prend [ur Fïsjiijil.i, la in juin s do- puissance tj 
des racines do 1= eongtuenco 

J*"— t ■= n (mod.^), 
ou trouve que , /( étant un nombre premier, on aura toujours 

*+"f> +(J"-"T ■•(-l'f), 

lorsque » s'est pas divisible par p~ i ; tandis que si n est un multiple de 
p — i , on obtiendra 

> + »* + 3" + (/.-,)■ = -, (mod.,0, 

M. Poinsot a démontré nue les rauincs de la congnience 
i* — i E3 u (mod. «/> + i ) , 
dons laquelle np -f- i est un nomhre premier, se déduisent des racines de 
Icquatiuu 1" — 1 — — 1 o , eu ajoutant des multiples de np -\- i sous les radi- 
caux compris dans l'E'Kfirc^ïoii ils ris r:i<:iiics : mais celte proposition n'est qu'un 
tjs particulier d'un théorétnu plus général que noUï allons démontrer. En effet 
|j congruenec 

X- + 4,3?™ + x + 4. B O (mod./0, 

dans laquelle p fit un nombre quelconque, équivaut à l'équation a deux inconnues 

+ *" +^,* + (.*.— rv) 

dont los rocîues sont exprimées par une formule de la ferme 

x= 9 (,A,,4, 4„,, J.-pj), 

qui se réduit a l'expression des racines de l'éqoaiion 

!••+ 4, a—' -f 4^,x + A, = o , 

lorsqu'on y fail_j--=o . Si donc vice verso" l'on ajoute des multiples do p sous 
les radicaux compris dans l'expression de racines de cette équation, on aura les 
racines de la congruence proposée. 



( 64) 

En appliquant m coiigrueoce, ce ijoe nous avons dit eo général des 
équations à plusieurs iiicunuues en nombres entiers, on imuve que loulus (os 
sdmiims iiié^.lt.- ,;t moindres ijuep de la congroente 

p(x,jr,*, .. ..etc.) = OESo^nod./.), 

sont comprise; p.irjii; i;.i:irc; ■.! i - ^ -oii^ioeneca 

■'-j-tj— • )()->) (r-u— ■)) — 

• -«<•-■)(«-.) (.-(/.-. 

ei i|:iVn iliriilci.int loules Les variables entre les congruences 

O^o (mod./.) , A's o (mod.p) , o (mot)» , o (mod.p) , ...elc. , 

condition C = o (mod. p) , eU'eïpressL qui anmL il A se réduire i zéro 
dans le premier cas, devra élre divisible pa r p dans le second , Lorsque p est uo 

Ferma! L aota ' ' ' ' ' 

*(*— OC*— 1 ») (x-o-. = » (««Art, 

3-Cr— OCj— 0 (r-0-0)=r-rN»(» i " l -r'), 

«(*-0C«- -») («-(f —'))*■*- »-o(-»d.», 
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molmoi.p),*' — iHo(m»l.f)j* — j-tmo (rood. p) , sr — o (mod./i), ...e 

pour luoir la congrucnce du condition. 
Si dans li cougruence 

f 5S o (mod.,.) 
on cherchait seulement les ratines différentes de zéro, on devrait éliminer les 

_ t =o {a«<A.p),y — i=.< (mod.,,), ;<-' — i =o(raod.p),...t 

el comme les racines tenigrues a «'ru ptunnr si; rn.iver <é|>irémeill avec fj.ii- 
lité>noua supposerons, (l.in. eo qui suit, i|nc l'un l'iierdie les racines différentes 
de /ém; jre ij ii ^bij|'lilÎL L i , ,i K\ii^::i|i tli.s rtdierehes. 

* = p (x.y.z, «o.) = u (mod.,.) , 

4. = ftC»^,* .lc) = 0 (mod.p) , 

*. = *>.(*,.*-,*■ «c.) = ° C™»â-P). 

m ponrra effectuer l'élimination entre les équations 

0 = o , 0, = o , = o , etc. , 

pourvu qu'au lieu de l'équation .F= 0 , qui résultera de celte l'IlrnlriirtitMi, 
F es o (mod./.) . 
Pour faire quelqncs applications de ce principe, soit proposé de résoudre 
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il est évident <jue si A et p on! un fhclcnr commun, qui ne divise poiut B, 
culte congruence ne pourra pas se iv.nmire; il cnriiim lonque ce fadeur com- 
mun enisic et divise 1) , on pein toujours l'dter, on pourra ttippoier que^el/i 
soin premiers entre cm; cl en faisant x = Bi , on aura 

B(_Jz + i)^o (mod.,.) ; 

et il faudra résoudra la uangruenco 

Az -f- i a o (mod./ï) . 

Maintenant si l'nn décuiniww /; dans tons ses facteurs premiers, égaui ou iné- 
guut, de manière que l'on ait 



on devra résoudre [a congruetico 

J=+ 1 s==o (mod. a.b.c n) , 

tjui se change dans la suivanto 

Ay — 1=0 (mod. a.b.c a) , 

en faisant : = — y . 

j/j- — 1 B o ( mod. a ) , 

il faudra éliminer entre celle-ci el la suivante y-' — 1 ^o(mod.a), qui 
équivaut à l'autre 

puisque par supposition n est un nombre premier qui ne divise iwinl A: alo.s 



L.i 1 ! z rj Lv L. 



(«7) 

Fn divisant A"' y°~' — i , par Ay — i , on obiien 
y = A" î" = Y, ; 

CD indiquant par s un nombre entier quelcouque: on IrûQVË 

Ay — i =,o (mod. £) , Ay — i es o (mod. c) , . 
seront réwluei ïn faisan successivement 

Il résolu Je là que 11 tougrlleuM 

( AY, — i ) ( AY, — i ) ( AY 3 — i ) = o (rond. 



Y = (AY, - i}> — i }' (^r, — 6-oCmod.p), 

sctqhl toujours satisliiies; m lis la valeur do^.eiauliomnosétil'uu nombre pair 
do fucirars, pourra se réduire h la tonne 

A s + i sa o (mod.p) i 

l'I | <-"L(i' L^njiiïcniTi": Ilj'clllljk. l'.Hitrc 

^/ a- + B m o ( mod. p ) , 
le sera de mime, et ou aura 

- " -T {<■"" ■"-'>• C ''-^ 
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pou. une doses racines; en obtenant que l'on peut prendre pour j , r , .... v , 

d.'i "Ombres eoliciî ijutlc jiic. Ku jjinOral Km 1rs les solutions possibles de la 

COngraeilCC pro|i!i.Mi! rïmul liiinntM [liir Ij formule 

— 4 ((•<-— >(-<-'-0 .. (-/--. 

il faudra qti'ep divisant — i , par j: 1 + q x + r , le reste soit divisible 

'» /■' h 1 ■ |i:V'«nt i,u nui iujue:- c;i],j 9 I |) sont lis deux w.cmf 

de l'équation 

«• + f» + ' — o , 

+ f» + r = (« _.) (* _ P ) , 

et par conséquent 

*'+f* + r = (x— »)(*— 0) = (fS—«) (*— P) + («— (S)(.i-_«) : 

qui devra être divisible par a p + i ; ce <jui donnera, en rédnisaiil au mémo 
dénominateur, 

-J__ f ) 0 - C*-P1 U"- O \ . , . ' 
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d'où l'on déduira les deui congruences de cotulitum 
('«> T^?™" + i .» ) + i-o(»«l. v + i)'- 

Un voit :,vuir lIIl^iuO h lIîv iiic-n wr j3 — g , les premiers 

membres do ces deul cone,rueanes pourroia unii:>i:r.' ■ in:cr j J'^i.k- '1.^ i|u.n- 
lîlés q et r T pui^tJn'iEa De renferment que des fondions symétriques des racines 
^ cl f): « iiL'iil Li!i;rs. :'. clji- <[lh: ;u;lui-ù trmj.nits .M;!,..riui,:r .ni 1 i-JH de 
a et 0 , les quantité, 

- 1 + ^ " 4 . -</-V<r — jr 

Si dans la congruenco 

;c . + 7J; + r = 0 ([00 d. sp+ 

on fait ^ — o , r=— s ; ou devra danslescongruenccs(iG)fiirca -f-|3 =o, 

p — " = a Vi", P» = — i ; par conséquent tes deui congruencM (iG) se 
réduiront aux suivantes 

*7^--°C»°i«H-0 i - I ^(^t^-) + .^n(mod., P+1 ) i 
dont la première est toujours salisfaiio, el la seconde se réduit à l'autre 
('7) C — i=5o(mod.ap+ i)j 



(7») 

([ni esl li toriililii'ii d.p cniinne. ]ioi : r I. iiisuluiion Je la congmeiiM 
*« — j s o { mod. sp + ,1 ) . 

Suil [irojinsc, | >.i r ci Ii' In.iiviT In fiiiiJiiiiiii (Inil rire satisfait!' 

aliri que la rang mente f + ISO (inoj. »p-J- I ), dans laquelle a/> — I 

s „,.,,d«..Ji.».(,î), .,.».,», 1 

(_, )._,_. („„!.,,+ ,); 
Ce (jill lliri:.liv rpiu ;j (l.'il i'Ilc lin ilomlllc pair. 

J£u appliquait! aux cuDÇrueiKtï du second ticjj'é les même! prmi'i|ics 
donl lions avilis ijil ii>.i_l ;hjt:f tcsuudri.' celles du |ki-i^:j:ii:r J L ';jré. , ou piHltrail 
trouver la rôoluiion. ginéralé du II congrocora 

«■ = o(ro«l.p); 

dans laquelle p cil un nombre qu=l«>DT,ue, pour™ que ton conflit ioti> les 




X= a" +«,*" + fl, «™ + fl_, a + fl, s o (imxl.p) , 

= h, +ïK*~ + lu * + *. . 

Unt^Brae.imd.'coiili.ion ' ' 

. b,j=.a (uioAp.). , — o (niod'fp) , i„e3o (inod.p), 

ion lootwKS rache. codera; meig il guu mi^hm!!» n'mâÏL qu'on nunfbre 
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fon;rtiuocc Je 11 furmo 

X. — e, a ■ + lia™ + c_su (ma'd.p). 

qui donnerait les cungrucnccs de condition 

c, sa (mod.p) , c,e=o (mod.pl ^,=« (moi.p) , 

dont le nombre km tnitjrmrs égal au nomlire de: ne: [ira entières du la cuu- 
gruenco proposée. On vu;i par J.i rpe I- risclatina d'une congruenee du degié 
n, qui n'a que n — ni racines entières, se réduira à la résolution d'une cou- 
grueucc du degré n — m, an cucrdiaui le plus grand commun diviseur enire 
Xeix>~< - i. 

Soit proposé, pr exemple, do résoudre la congrueuce 

dam laquelle ap + r esi un nombre premier, on divisera x''— i par x- — b, 
el ou trouvera uu yuulienl iVel le raie — i ; d'où il résulte que si la con- 
gruence 

(18) f — 1 =20 (mod. ap + 1) 

est résoluble, (a congnieuce proposée aura toutes ses racine» entières. 

Les deus congru cri m ili (i ::i-.ii:iiiu ( 1 ;) cl { iS) avaient été trouvées par 
Fermât, mais avec .îa métluxlu en u:: pouvait pas trouver ;e\ crimliixais iji.il 
devaient être satislaites, [oi.sijLie [t.< iiM^ruaia;.: om'.l:; a et j ici; [ms Ijinorne.: 
co qu'on peut toujours cfciaer p.iv Ira pi lutines (]:is «nus venons rl'cxjiaicr. 

La congrnence de condiliun ( 18) montre que [a congruençc 

««- 13=0 t>0d. <îp+ 0, 
a limjnnn uni. racine-, entii-ri-s lnr.*|nu 6/' -|- 1 e-t mi rir.iiilni' premier-; mais 
comme il est évident qu'une do ces racines est X = 1 , un pourra diviser pr 
J — 1 ,ei on obtien- 1 la i^iifjiienee [lu seeneil tii^ré 

4. » + , s „ ( rao d. 6 p + ,), 
tjui aura ses dou> racines cniiirc= ; il f-.udra ;nr cmisér]neut que les dcui 
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congrueneej (iC) sok'iu .^ilisfiilcs ijiiauil nu tuitsiiiiie pour a el 0 Icxlem r.icl- 
neï Je l'éqtwiioa -f- j- + i ~ u , ei que l'on change 1/1 -f- I en Sp + i . 
MaimraaM tu 

et pinuu, I. «mgr U « re ^=^= Q (mou. + i), Iwi™!. 



.g).... „, *»'»-')'»—) , 



Si l'on mbslilue les valeurs de » cl 0 dans tu c 



on mira, apros ."vi'rr i1-L ; vi']o|'[nj . l.i miipruence 



Liijil'Zod t r Got 



( 73) 

Lesdniioragruencej(i()) a (ao),qoii nom venons de trouver, cl qui doivent 
toujours cire satiifàiles en même tenu, lorsque 6/)+ I est un nombre premier, 
renferment un tliécrcnie FiL'Iuuf cl nw. au un s, sur nombres premiers de la 
forme 6/1 + 1 - 

A jin'-,-:i,[ i h.l; . ]'.'■! in]j],r.:un du (i/j, eu.re la congruence 

et l'autre, qui est tqujours résoluble, 

dp + t r=3 o (mod.GD + t) 
mi irouvera, a].rés les réductions, 

, ■ .3.3 , ..3.3. a. s 
- ' + 7TTT3- 3 - ,.,.3.4.a - ] + ■ ■ ' - " 3 

»-.+3-i'..:.«3^- ^~ 3 ^~' -(-a)"-....(nJ.e,+ .). 

Lorsque p = jpi, celle ilrniiiTn ciiiijrurnce deviendra 

el celle-ci *era HMij.nn-- .v.nlulile d'.i|n.-H ,e qui [ni-,rtiii:: d'tiii il téiulie, parla 
coiijjr iif Lire [l[:..!rh.)iii.iih (17) , rpc [1 conyiseui'c J' — 3=o(mod. tan -|- 1) 
est toujours résoluble loL-sque un + 1 est un ..ombre premier. On pmirrafc 
appliquer les mêmes p. n | h .irs .11 |! le «. ,et on 

que nons venons d'énoncer; mais cm recWlies nmis écrieraient iro|i de noire 

h'il , et lion. :ill.':i< L> 'le -m.':I.-i'i:' c r j uh.- I ' [ M c j r,[i:i'.: r ; I \n\i< i;e h 1 1 ilTirie 'les 

.1 tr.iL.5u lé ré les plus simples. 

Soi! proposé de résoiiJri; en mur. 1res cnlii-rs l'équalion 

= « + *.*+«,*• + -, _ X_ 

r c + e, x + e, + »„ *• X, ' 



04) 

nali™, eue congruence de c 0 n.lili,.ii D e= u (mod. X,) , dans U<|i!cllu i) sera 
une l'.i.icliiin tlouLjÙL île. coefïïeit'us 



ei il faudra ([ne X, ilivi-i! Ii:iiinuljrc />. M.iiiilcii.iiil ninpinons oue tous les divi- 
seurs, i-milils ou ni'-.uifs, du /) .-.e i i 1 1 3 1 rqn Veinés pur Ijl série des nombres 

1,4,4,4 < , D ; 

on devra Lire successivement 

-l', = t j X, = rf, i X.sxdi ; ...X,=d, ; X,=D ; 

et ta cherchant les racines entièra de ces éqMtions.ou iun toutes les «leurs 
de X qui nbolvenl la consim-nce X =3 o ( ruod. X, , ) , et [ur suite Kqtullon 



Eliot donnée la même fraction y , uo pent [router aussi tous les nombres 
entiers qui, pour une même valeur de X , divisent à h fois le numérateur et le 
dênomi lia leur. Eu eiïcl si l'on ri/piéscnlc eu général par j l'un de ces facteurs 
communs, ou aura X=; o { Djod.f ) i I,;go( mod. t); et en éliminant 

lions X— 0 ,.V, =o , )on aura la cougrurileede condkiop Z>so Cmod.i), 
cl le HONllire S devr.i se trouver parmi les d [viseur! (le O. Il «t claïr que si 
A' et X, , lïiienl une racine commune >, il faudrait commencer par diviser ces 
deus polynômes (Ml' a- — » , autrement ou aurait toujours flao. 

Etant donnée- les deui (imi'limn « déni iiicumiuris p (.r , j") ; I*(x ,y) j 
■i elles ont un (acteur commun if on aura luujmirs 
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¥(*)ao («4») (*.&•).*■ («AI). 
Soii pro|io!c maintenant de résoudre en nombres entiers les dem équation: 



<(>iï iiuus eip.imernns pour abréger r4r P = F. 4, ; 0 r= c ; on pourra tu 

p =so (mod. F) ; <]>e=.o (mod. F) ; F^o ( mod. F) ; 
condition 

j9 = o (mod. F), 

d'où l'on drâltsira loulcs lus valeurs possibles de F: l'on aura ainsi irais équa- 
tions cl trois inconnues, et les dtoi équations proposées seront résolue! cota- 

; ■ ■ - 0 = p . F i = p ■ F, ; 
elles se transformeront dans les coDgruenœs 

$3» (ruod.p) j $,=0 (mod.p) ; ç = o (mod.ç) ; 



il'dll t , „ii,[;,!uir.[.|i:il [■..'■liiiliiiaricEi,] i cc!i:::;-ili-:icv ■ 1 1 ■ rcrul itioi i D~ -!■ (aol i>ï, 
qui fournira toutes k-n ïjleiu-s poi.ible. île e! l'on aura jésulm.-oni ni élément 
lis ik.ut h'.| i.ici; [iu.|i:i.r L '- . On ; .i|i|i r 'i |ir:i:.ri|'i's i ik'' 



gïuooeo à plusieurs inconnue. 

p(*ij"> s etc. ) = o (inod.p), 

pir(5==o (inod./.), et Ici suivantes 
&-' — ,snj(n l oi.p);jr-~, É SQ (raod.p); — isofmod.p) j..Mc.i 
Ju li. im'me manie;.' ific i-'l: i.n^-it li'ti^iihiti- .:nLit Ici ^inal'on 

cl que le résultat sera eiir l.i iiu-me Ion ne: il jiré'VEnt ]inur éliminer les inconnuei 
entre ces équations, n:i p-ul sulj. limer dans la première toutes les valeurs de 
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2 2 2-M-s^<- 



(».d.,). 



C'ctlc miinmnii™ |>.iraii i".'/ sin«iil:i'Te j easiw (la* fornriinni civn il. lires qu'elle 
renferme; mpen.l.iui on ub>erï.niL if rjjiprt (jiii e.iiite ctllre la eongrlleocc 
il = a + px (mod. />) , ei l'equaiioti coi — — ces jl g ( Ic-j^ug 



obtiendra cepcndanl les ratines égala pic la mélli'ude dont nous avons fait 
usage pour les <-c[u.iii(.ii.s iruL.-r.tj n Jm-ts^ ei même on les [routera directement 
en éliminant enlre tel oongrnences 

psotajod./,) ; ^| = o (mod.;.) (*oi/>) ; .-.euj. 

Elanl donnés l 'équation a une seule inconnue 
ï- — I = o , 



si l'on ronrèacnle par J>, , P„ , i>„_ , . . . 
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de «orU <pa si n est iin multiple de m , un obtient P„ = m ; fl dans la ™ 
contraire cil trouve i>„=o. En e<|ui:i::;rit L'ï rjcLiii de lï'qu-.liijn r" , 




2™^ = - 



■<-£>- 



El la valeur de celle cxurcsstuLl sera m ou zéro, suivant que le nombre — 
Il résulte de ]à que si l'on prend successivement la somme des puissances 

0:1 jul-. h; -nriiTi'; il '-.s '!.'v[^n[5 de ;a , ci.i[ij;>i:s Its n.Li:l:rer. l , ' , , . '.j -, 
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CI cette somme pourra ilre ic^icinil^i; p.ir 1,1 formule 

ITf *■(■-=)'_+'■? 

On tramerait do mima que le nombre des diviseurs do n, comprit dm 
laiérie 1,2,3, m, eai donné par l'eï pression 

Si l'oo voulait «primer la somme et le nombre de tous les diviseurs de u 
ta représentant pir f(") pwmitre de eu fonctions, et pu l(a) la seconde 

/„-! S.«^r, 

On sait que lorsque n est un oombre premier, on i 



(8o) 



qui rcnfermcut deui propriétés spéciale' des nombres premiers. 
On a vu que, n et m étant deuj nombres muera, L, formule 

iïni {. - ^.), lio ^ 



a pour valeur ni, si n est divisible par m , e i qu'élis se réduit à zéro lorsque 
cette condition n'est pas saJslaite. Nous avons démontré de plus, que p étant 
un nombre premier, l'eipression 

>-■) + ■ 



qui devient p lorsqnc p est un nombre premier, e! qui se réduit à zéro dam 

tu ois con;r:.LLï. Ainsi tutii ilfrjs-ili! re ; >:v„:i i :Iij,;h:iii:j:i Ii.i.h ],-h i 

bres premiers. Si l'on voulait exprimer m; lyi;qiii;ii]f;m la lOilimo des nombres 



( S, ) 

premiers compris dans la série 

" , " + > ', » + » , a + b- 



périodiques, ans Ibiictiou* <]i^.;u;iriLi i; - - .'l i1'.lu:l..s ] li ku::io.; : inciù ce .-rue 
ii'His lu ylmiiiï île dire MiilU |iulir le moniuul. 
Puisque la formule 

a pour valeur ]*unîtii au zéro, suiraul que — en un nomltrc enlïor ou Iraction- 
l «'tTiiiiit que lo tiijniLre iVili'.* r.ii.iui- ii]:'v; i]i- 'le l.i t/nrjgnieiiee i plu- 



p(*.J , i*,--- ; -«t)so ( mod. ni ) , 

( que nous «primerons [kbit abréger prp^oj mud. ™ ) ) dans 
considère pour x , y , s , ... etc. , les valeurs entières 



sera donné par l'équation 




ijili peut servir dans plusieurs tas à trouver la valeur île l'intégrale définie 



2 2 2 - H'.r.' «> , 

De même la sommi: <!■". manrs lin 1:1 l'uigrucnce ^ ^ o (mod, m) , corn- 
prises entre les mêmes liini!i:= qn.: relie, (jiu uni servi ii déternuner la formu]« 
(m), sera donnée pr l'intégrale 




On pourrait trouver une inGuiiè de formules du même genre; mais celles- 
ci Hii(TiHi:ru déjà ji:>-ir >i>.lve ol*je J , ; et iji.-nh elles sont trop générales, de manière 
qu'il tut les prliailariscr pour les applùpter avec facilité am diverses questions 

Nous observerons d'aWl i|ne, d'.ipiès ce 'pie nous avons dit précédem- 
ment, il suffira d'intégrer entre les limites 



(»3) 
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le donon.i.iaieur ne peut se réduire à zéro , que lorsque icicodi un diviseur 
commun plus grand que l'unité, puivpc u est toujours plus petit que c. Il 
résulta île là que si a cl e sont premiers entre cm, tous les termes de la série 
(-.6) s ovii uni lissent, eieeplc premier dont le valeur se réduit à 

if . 

Mais si o et c ont un laeiciir commun g , on supposera o=mg ; c=<ir<; 
et en faisant a = a, on obtiendra 



j. , ( >+ "C - f )L - , (i - -1)1 




Cette ciprcssion se réduit à —, en vertu de l'hypothèse n=mg. On iWra 

i L : ■ i _H ■ .!ii].''M'i I il n ' 1.- m ''r.ll"!ll i-i ]i' ,1m:.. il in:,r. :ir |i:.r rafipmi .i il , |.:.UI .i\i il 

une v.ilunr dù Ici m in .:i l'un ii..uvi:i-.l upiv- l.'s iij.!in;:iiiiis 

"■(' + " t -;)f-*.-('-T)F _ i 



Si au lieu de prendre « =: n , on fait en général u=en , e ilant un nombre 
entier quelconque, on trouve 



C «s ) 

et comme le nombre n est compris g— i fois ikms c— i , un finira Cire 

ïULVOisiviiraciit 17 = 0, i , a, 3 g — i i et la valeur île l'intégrale (i(l) 

sera eiprimée (dans le oa.s Mlirl ou l ui suppose 'lin 1 a cl ont ml commun 
diviseur g) par la série 



il nmnbre entier, et qui se réduit à ai 



i.° Que la cougrueuce ; :ihk]. c ) , a Toujours une solution en- 

î.° Quo si a et e ont uù commun diviseur g dilri;n:nt île l'unité, (pli ne 
divise point celte eoLgriieiice n'admet aucun solution entière. 
3. D Qu'enfin si — est un nombre entier, ou trouvera pour x un nombre g 
de valeurs entières plus petites que c, qui satisfont à h congrnenee proposée. 

Maintenant si l'on liit p = ax + b, et m = r, clans L'intégrale (ai), 
on trouvera que la formule 

f.(i«».l««»)7->«»I«.']7-™ l'-Ol—»!;) 

exprimera la somme des valeurs rit x , entières et laoindiTsnue c, r[ui salis l'ont 
à la coueruence ax -\- b = o (mod. c) , ïorslju'elle est résoluble, ei (|ue 



eas, de supposer que a cl c sont 
lisfalt 1 11 eongruenre jircjjoséei 



la formule (37) tjui ei 



c les Uini 



de la COBgnutOCS 

a x + b -s. o ( mod. c ) , 
aura pour valeur la plus peiiic de cet racines entières et positives. 

Actuellement pour trouver cette valeur de x, on considérera bturrae géné- 
ral de l'intégrale {■!■)) , et un aura 



j, sont premiers entre eus, et (pie a est plus petit que c, il 
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■'■?t;?'-^- 
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Celle formule Irij^impli'iloniji' ]'oui n L ;miis fir îil^ v.ilcurde X i]ili satis- 
IIl-w i l.i ciiiigmeiias + A = <J (niod. c), en nOEiiijn;! entier! cl positifs; . 
■.i.ii- r . i r ■-■-■^ li 1 - ^.L';r - L':il;i'ii^ ^[l j: ^..u: .luiiinVs p.i;- I '.ijLi.iijuri 



[IjriS l.lljllfrltc Z C-; lfll ÎL'lNlIne 1 LlilT 'jlH']L:01H]UC. 
1J lilill uk-i'IA^J il i t|l!L- Li i;niie,IIJ<:llirr; 

w + b = □ (mod. c) , 

tquiïiiui ù l'éiruatiiiM iln |u i ei iÎi-l- .li-n' ii ileu\ inconnues 

M ln formulf; (-il)t, donnera Huiles les valeurs .Ih a- uni r&nlvcliE celle 

.',,,„,i„.. 

Sn.r |.i 1 . -.ir- 7- ■ - 1 -1 : | ■ I - - _ de 1 ■- Ile ru II lui'-, lum.l* [ <>.[u:tti.'tl 

11 = 3 , A=i , f=4; Et à>ilsk|ûeat 
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ques. Il csl VJÏIÎ £TIKj Jl.il 1 'X nim-TI IMibtii.'lLdr.l , Il [ hl 1 . souvent, que dos Vil- 
Itlll-. tiiiCI L^rlJljij Ui J|i|ii ihjIil.'-, u;.ii- i'U'ii nu: [■;■!' ■: L|iJi'i-[[[o]l JU nu peut avoir que 
des valeurs entières, oq en Iruuver.i lj valeur ltijliil- ell slijjsliniaai j octte valeur 
approchée, M nombre entier le plus voisin . 
On peut observer que puisqu'on a 

sin 6 y r ji n jL^ r us " !,a " m * *i i 



el qued'aijkurs 



vS«^»' I ?+ Ht (-+2"'™"'™) ■ 



m celle expression servira , aussi bien que la précédenlo.à résoudre la congrucii- 
ce proposée . 

Il serait aisé d'.tjijiliijiii-i ci-, ju im i|i,-. nu «>:iu.j imu-cs du premier degré i 
lilmiclir- i il.;,: ui.iii iinas ;.iL>N5 |'.ii«r i:r j.J .'-I'.'-uji.ih; ,i;h , , I .1 , : (lu 
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second dvgre.: cl ï< ivl Jlrti jio-.i- . [In nus r|uel<iijcs pro|>rie1i's éléincruaires 
des résidus quadratiques, 'nrr niiiis |io:irri"ii' ■l.-'liiii-i- il.: nos formules générales, 
mais dont nous oindre.]-.- ].■; Hl;ii>o;:iLj-.ith'i> e.ui'i- di 1 leur sini|ilieiir;. 
I- ù Si « esL un noniLiv |>ie[ui<j-, i-!i iH.'V.mi M]<:r:i:.^ivcitienl au carré luua 

les nombres i , i , 3 , - . — i ; ci dii J is;iiit chaque rarré par h, ou 

aura - - msles diuercn.s ([[lie .M. linuw j nuuiiiit'ï résidus quadraliques de n) 

ri'-]*!.':.!-!];!.'!!!! il.:n\ [M - : el 1 |,-.|, (I.IH-! Il .i-rie de.. IMiuikv. inférieur, .î II , 
un nojnLre de nori-ïc.Hidii' i|uadr,iriques. 



!,, , , b t , i„ , h„ . 

lus /I Udtl-l'C.idll. .[NadlMliljllcS, OU JUHI fa éqUalïollS 



'f'(„,^ +ra ,fe)_f ra ai i 2'(.i.'-^-+,i.'ii)-f .i. 



ijuï fwunifil rie uouvciu, en dîiisani Lous ses termes par n , p restes differens, 
qui scronl lous les résidus quiiHuliqnes deHdis^.M':. dans un ordre quelconque ; 



C 0" ) 

quadratique^ et par conséquent an obtiendra 

"f » ^ i 

6° Enfin en multipliant sucuossivemcnl un non-rcsidu quadratique quel- 
niMfjiU! A, . ] j.is Icus If- niMi-ri-iiIi:- ijiiiiJraliqiLt.H 

*, , i, , i, , S A, , 

on aura pour renies, apn'n avilir divisé cliaqnr produit par jt , tous les résidus 
i[il;i(lr.ilù|iLi;s, et piirL-uil on trouvera 

Maintenant si l'on représ nie par JV le nombre des solutions entières et 

rniiliLil-.-.- ||U.: il, dtH la HHl^meuce 

a;" + c =i o ( mod. n ) , 

dans laquelle H est un nuruljre premier, un >iir par l'C que nous ayons démontré 
précédemment , que iY ne peut rpiVtre ■'■^:iL- à /t : ro ou à a , et en partant de 



!2 ,., te _ 
2 ,i„ _ 



(95) 



d'où l'on lircrs 

kil puisque, pr uyualiona , l'on a 

(i^'-d*^ . .. 
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rt'™ l'on 







1 




Lotsqua » «t u„ norabr. p™di.r d=b fi™. 4 » + 3 , «i l'on te 








+ .(f^)' + .(i^--)' 








|. -(f^y-(i^); 
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( »! ) 
action (35) , donn 



Ce- irili , i;:il'' i:ifiu:i:< on: 0 1 1." 1 1 ■: ■ i : u ."-H : i l'uni- h 1 1 l-L" r 1 1 :'tTC j'ai' 'I <i.li r ' i::;i:.s 
ses Km [un lit:; Arilluniliqui'.; -;t il les trouvées cri partant de sa théorie do 
[j illi i.^ioJl lin i:ficl.: I:li |"Llli:^ e;;..li v Illn-lr.: ;jc..li:éllo .1 1 r[ili- le mime 

sujet dirl'i un ini/ltioÎEU ].ir lii.li]ii'L- nu il le- .1 dérili'n-.l :Il in,Ii-i.-.:M. MaiL. les 
deirt 1 1, :■ 1 1 m: L..L1.L lit; tu lie ,\1. UniSi, i [ ■ li WEir. I::-. .vuli- <:j]il]lie. (i;i : .!<]U îi\ , qijji- 

brauconp d'anins résultats. Cependant comme les é([uauons (36) et (3y), sont 
la liait de tout ce que l'on air sur les ei me; mené.:, sei.jnd degré, nous alloua 
rqnvruli.- I.i di'iiiiiiiiili.iliiin que juins avons donnée, [ r l.i rendre [ilns simple 

Aire. 

On sait que lorsque n = i p -\- i est un nombre premier de la forme 

a? + I si o ( ino.]. n ) , i' — i = o ( moi n ) , 

.■.t.,;ii iv„Ji S [i!(., umnv, dfu\, er yjrtint cl];,™ ne rieni «nliiliuri,: »Wi p.il la 
Jiii inuli ('4] ''i- r.Jniiiirljn 1 équation 

((-^*^«E^r*ïT 

-S 

"U^^.'-H)-'- ^ ■. •l-» ,^; < Jfe!y 



Si l'on tlïiTfKi; !■:■. nui][i[u.jLui]r. iii.::'i|-.uV< d:]i]>iiTr.' 1 - - 1 | l i .l r i (in , •■n : il 
Y.mt IjlL.: I^.i i rn.i^jin;. il l; -!: 11L Li" lil'L ■ Zllru h 'il lu -ir- 
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( ™ ) 

11 fini observer ici que i iloii iin iidr,. suriwivi'irirflt mines les valeurs 
i, 3,....,. n — 1, dont itmilié iuni il..^ jr.-idns quadral iques du 
nombre il L'il'^iiliv iiinilii: il.'. i : .-.ji:iiL^ ijijni[]:nir|iii!^ rln runui.' jumibre: si 
I i>n [ion- I i-.il .l il:l ].■. ]. li: oii.\<iiii[i:< n, . ou :.u:-.i 

„'J1 g ™l!fL'„ ra '4I g 



.-. l'ij'b In .ri V.T; i v.v. lri.'-m.', ll.r.u;u« f illi I n iri-rV>L< h ■|il;vl];ni..|l,f: ,-r;.r] ;[ , 

% b, x ^ ii,J"> Ji,r/ , ^ 3 6„ r-, 
«is — £jixn = ras — 1 l -f^ £j cos 1 . 

On vuit ]»>nrum i|ue b valeur de 
ni' -.l'irm ihi'- que l'iux 1 du uullcs-ci 



:u a p qui son! résidus quadratiques du n , 
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■ - (• + -I - » + (■ + "I ™ 5 - ■ 



| + .(S^' + .(f.,^)' 

j-(f,-)'-.(I^) 

2 ... - 2 ... ^ - - -f i 



C t»5 ) 

S»!=ip+i, en un nombre premier ,I C la forme A « 4- 3 , ™ 

. + .f „,i^., + , , f.,„^,. 1 

et le liniulire A" îles snliilimis .le l:i cuiigriu-nci: 

ï' + s-o [mod o), 
sera donné par l'équation 



..-.(f^)"-(¥*¥)-..-î- 

S: i Eun^ i (T <■ ;l.n:' I l i |i i.ilii ri ^ , rin : nmvi'fl IJLie le [I 

i -i CA],iim,':. l<a:-;:i:<: r cil un nSiilu rpjdntifjm; île n . [■;.!■ lïsjmlcor] 



^ + £ = 0 (,nod.„) ; y- C -*o (moi*)! 



SO-a^ <^p)-«f -^.f -ac 



Miiniouiit mil propos* do irouvcr le nu:.iiirc JV dos «Jutions eulières cl 

jULlriL;:,:- y;.; ?j , lie i.i i.uii^IUUIlCO 

- + V + ("»■! »). 

<1k mI,I.'< f,.,i u j i] jpir: p.iL- 1 1 '.' h:jiiLjii: } "il obtiendra r&fl<ialion 



C ) 

il I,: Yil.nr .]>- .V ..Ji jJtiLclc .1 uoi h a n\ A. 

Su|>|wsqus d'alioril [(m; u i, Miii-ul tous les il™ tlcj r&idlis quadrati- 
ques île n, ei nous aumm, en sulMiiiuiu (Lin. lï;i|u;ition |!réccdi.'iile Ici va- 

^ L( 4 .i/^)(.^)(.»^)| 

( t(-i.iV^)(.«^)(./^ 

Lorsque n cl 4, sont tnu, deui imn-riiiilui <|i<a iratiijins de a on obtiendra 

,N- »•+»(- . 

Lorsque nul un résidu quadratique du n, ei A un uou-résidu quadratique du 
ini'iiiii nombre on aura 

»jr- »-.(-■)* . 

Et enfin lorsque a est m ii m /i^iiui u-.iaJi.iuijii:: i:r « . * un résidu quadra- 

nffe* „.-)_„(_,)" , 
Il résulte du là . que la congru ente 

+ OJ-' + i = n ( mod. a ) , 
dans laquelle n est mi nouihiï premier, aura toujours un nombre n si i île s>- 



( i»9 ) 

L^1\iif£i' .1 iN'unum.': ]i I l |in::,]:. i.- .(Nr I.i i:i]iiM ( rniH- 




Oh a vu t|uc lorsque n = i p + i est un nonibre premier Je la forme 
4 m 4- I i o» trouve 



1 > ± JH i 



5(-^-+^=-.*.^)' L — l-f^î, 

eu ïndirpianl toujours par a„ un na.ii lu i j « i . 1 1 i. r-.-i i ï ■ ji 1 1 ■ i;uf!ccrjqui: Ju « . [.■.irij J un 
non-réddu qiiadralinile du n , el |iar ( un nombre cillier non divisible par n . 
Si l'on fini mahicninl 



de réqtBrfoo 



( ..«) 



an aura, par ce qui prikiiie, 

(4.).... X t <= *"• + *" + *"' + ^- E |Vk=o ; 

el cna.? t'r|njti.'ii. .|ul ;e-.i ^;ilM!iilo [>::!■ inlctir Jr=r , le sera aussi par loutci 

dont le nombre .se réiluira à l.i moiiii; puisque r —r'""* . Mais w m 

racines i h' -, : )K i - il. IV: (Matin:. X~-, rtlcii muni i iiiriiiuin.'s iini [Inn rquiil iuiis 
-ï=0 , X, =o . Les auirn rai:inn qui it-nlvciil R'fjiuuu.ii ,V=jo, sans ré- 
soudra lïinulion X, = o, «ruiir. delà forme 



el ne pourronl p:i^ ri.iiiiirin: frir.nl ion .Y", — o ; car si l'un 
i'ii:iii|>le, |>oiivail ri!".i>:iilii: uijlil .'■■: l i:-[hiii i «rumine on a lo<iiuu 

», >. 



on iidiMimant celle racine snpposte J- = r ' .dans l'àpialion X, = o, L'Huile- 
vieillirait ili' la forme 



( ,,,) 

i absurde puisque Tau a 



Donc les deai équations X= o, X, = o, auront ksp ratines 



et en cherchant le plus grand commun diïiscur A entre ■Yct.f, , un aura ïhpf 
lion A ^= o qni sera ilu degré ■ , et qui couiiendra coures Jes raciuesde 

Si a = 3 p H- ' . Suit de h fora» 4 «i + î, au 1™ de l'équation (4i), 
on aurait trouve 1 autre 

*->+.* 

lit itj i:I liiil:t ].! piin jJI Jlid tlii-ii.;;ir u.jiimiuu mire 

on uljuvuili-jii IVspatiiia qui J p r.icinM Je 11 fortin: 



ei l'équation -1T = o , serait encore ilucnniposéo en tltsu autres ilu degré '-. 

a faut remarquer ici que lorsque n est un nombre premier de la (brin.! 
4 m + > , les ooefficieiis des ilirair. ]iiii>sjiL«!s de J lUm l'&jualiotl A=o, 




il n'y an™ d'antre dîlEnjnco enira /', ei p, , ,[| le dint le ligne de - ^ n ; par , 
conséquent (i l'on déiigne j»r K la tomme île mu, La utiibb cfc réumiion 
A = <- , ip M cootienneni pu ,/"ïï ; ei par Z v^fe tomme de tomonu 

A = r + z /T; ; A, = r — z^. 



C >'3) 

x = = A A, = y — " z' . 

Si » iUlt de h forme 4 m + 3 , on trouerait 

ui: Libéral ou obtiendra 

2"= I" - B 2' (-t)~ ' 

n étant un nombre premier qnelmmpie, et Y , Z , éiaut des fonctions en itères 
et rationnelles de x. On mmivra ai.énii'in , pr h «nupa raison des ooefliciens 

À A, - , 

que les eoeflîcicns THllzl^i'fULi ■li.o iji J.ui.'iriH'o rtu rr dans les équation» 

A = n, A, =: o , ne peuvent ailmuitrt: li .nu:.' diïi.n-iir i|iie le nombre i; et 
L'on déduira de là que l'équation 



J'i:ur <lo:ruT :n:r i|i[:li.:-.ii:rjn ni.' ri- I liViirmo .1 I" théorie des conenieuL-cs, 

1LM.N. "LiLULUTi^ CM? ].IL:-.[I.i' ].i .\..|- I <: 

X" — I = 0 ( niod. n ) , 
a toujours n solution* lor-ipie esl ut.iti] .ic premier du la forme a r + i ; 



( "4) 

el puisque, si il est mi ikiiiJuu |iremii[- impair va a aussi 

((«._.)_(._, )(!»».»), 

lii.iilu fjiiiuli-jlirnu! de .* r -f- i , où il fau[ [un n Ire ]t; si- 
ne 4"*+ 1 "'bi'" 1 — 1 li " 1,11 forme -t "'+3. 
qui i : lt i i: Ji- que l.u«qiie a usl un uoiuhre [inniiiiT (m |K-ui 



011 r.'iriih i-- .\n.i l-s, . |in- -n:l I r^:i^ ii.r ti . j„,i ;■-.-'( .|:, :[ n:s[r ïni]|i h'jls itii:l..i 
0t jn^i-ii", il.ir^ I:.iJIH'I]imI lalll ] ili ikIii: !■■ .s].;|.|; | - si ,j I.M iLu 1 :< lonne 4 "I + 3, 
et le siejio — lot&ijinj .J r-'J il.: la Éurirn- rc* q- i . On Irulive lit' jilèilie que 
ItquJtion 



trouvée péii'il Aliment, on il'j i'.i.s ■lijlL-iTli^iiM 1-.? -. : ^ric- iln i.-.'Uc.il: -;^|i^rïil;inl 
o:)icvv.i:ii qui? Ton a 

pl <it\ rlierdiaiH combien rie sin:is ]..->, iiils el île -iiiu: ii-'^nifs il y aura rfain le 
s. . lanl ii3ei]:b;e île la.i;,: .': [l..,ri..'i , ui, lioavi.y.L qui-, qui.l:.. qiLe >l,l: ta luïuii: .la 



-f- dans U 



Dans l'équation 



jidcralion des résidus ipadniriques. Maimtnant, parmi les tlciiii àpaiic 
ijiir TiniiS aiwn ili'ji t.nlvi'«, il y m ;i tri-i jo-irs i |'N a milles sa rien 

is les résidus quadralirpies de n 



qiic l'autre de ces ilcui équations aura >.-. racines de la forma 



ei: j.:.'i:.!HL - i ■■ll-H-lir /'. , f i.-.î 1 - !e- i:oii-:i' : : ;J-.l^ r|liadl;.t i .[l:r. de 'i il 

résulte de là une méiliodc direcie [mur .avoir si lui nombre quelconque est ré- 
sidu i|u;iill.liijile. "il non-] :'sid:i ■]! :<i -.! I iipit J : o 1 1 : lue [uemier •i.'erié. 

En effet si l'on ordonne l'équaLÎon 



par les puissances descendîmes de i , on pourra, par les formules connues, 
trouver lu somme des puissances île ses racines rtlor.i en appellam P„ la somme 
des puissances n.™ 1 " Je. ratines de (.elle. éipia lion, ou aura tu général /■„ = 1', , 
si u est un résidu qiudra liras lie n , et P. = i — P, dnus le cas coniraini. 

mes V el Z , se déterminiul d'.ip:.'-. h liirm,: île n . cl non d'après sa valeur 
numérique, on pourra transporter à tous les nombres premiers d'une forme dun- 
rice, les ibénrélllts qu'on aura trouvés ji.-ii- indue! ion pour des pelils uumim». 
Cerie pro|K>sitïiiii, qui e.sr île la plu. Emilie inipiiii.uiee, fuel irerait de long* dé- 
vcluppelilclls r[ur non. ri's-n n.i pour nu :i iiaii | ml inili.n- . ("lu en peill dé- 
duire des eonsequerice. forr .iiie.nliére. mli- Il '. iéie de vérilier les rcW/itr* 

/le t.'ahscrwitîo'i '!i:'<i f/i'i'i/yto pnre, en .vieillir la roule [racée par Euler 
daris eetlc branche de l'algèbre, rourc qui .1 ère quittée trop tôt par les géomè- 
tres. Or. pourrait rircr ;.u..i 'le II, Il déiunn.lr.uioii ilt li loi île i-ceiprneité 
énoncée d":ilord pu- .M. i.i-rinli t : nui. er.'iunie \1. li.iusi a déjà donne cette dé- 
mousiralion eu partant des équations (4l) , lions ne nous aivétcrons pas plus 

lierait! des étpalioiis il dr'in lerincs : tu cor) nrleNc.il il tiar énoncer quelques 
propos il ions sur les résidu, île mu., le. demies, dom mm, [.niellons les déinoiis- 
tralions qui sont très-faciles a retrouver. 
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C i>7) 

Siipjiiwins i\ik " = + i , suit un nombre promiiif 



ai chacun répsiis a fois . En 



eus résidas par l.r suiie iks puissances 

sf w i 

on .-ibiieinij'i iJ' l iiiium 1 .-.!! , ::pn\ iln k.' j'ii , l.i strie îles nombres 
disposés dans un onirs quE'L'uiqlu! i:L rti|*:té5 clucun a fois:, et I«r ça: 

2 cos = 2 cos = i + s 2 CÛS ~- i 

2 sin — '^ = 2 sin — — = o sin . 
a." Si à présent l'on ote les p nombres 



ili! lu strie (Ira nombres 

■ , ■ . 3 ; 

et que l'on prenne un nouilire .jiiiJiiiMLjiiii li, p.nni lei (« — i )/i nombres qui 
restent, on aura, en iniilli|ili Ii r a ui;[MsiïL'ji]iiit par tomes le! puisantes 

. , y , o»y . 

plus petis que H , li'j.it.'-., rli.]..i]'L ,r < I. ij .ii ..crout ;od;. tliUijrLUsdes nombres 



S! l'on apIieUe 

b, , b. , b, , b, 

ces nouveaui restes, en >niilil{i!i:mi l'un rjuilcoDrjne d'entre ei 
meut jur lonies les jiuîssanaK 

■'.»* ■ r . or 



b, , K , h, tv , k, , 

disjiosfa dins un ordre (jueltMiqut ['I répétés clncnii « fois: de manière que 



- .f *îiï. 
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3.° On pourrait de même obtenir les séries 



es de/1 terme; tli[lï-ri;ns, i:t qui junissïnl de propriétés analoguei 



4." Il serait aisû de tl-."!ii: i:i t:v- ([lin ]i.ir:iii li:s r. sûrics que nous avons 
vées, il eu i.wi-.n: un (i.iulIil-.- h Ji[iil i.st :ii nnnilirn dis ncnlij-i-K.iitit.Ti 
petits que a , et qui n'ont pas de commun diviseur avec a ) de la forme 

. . »l . e r , e, ; 

f. , r, , r, r, f, j 



qu! j<.uii.eiildi'teltc]i:M].M('i.-..[i; , ,TLi]Li.lli|ii;.inl nu Irvriie rpmlCHiTiijiir c, d 
séries que nous avons trouvées précédemment j puis en multipliant par 1 
mais cette proposition *st tout à fait étrangère nui recherches suivantes . 



(,,„) 

, + -.|'(„ir + ^^^)_, + .B i 




el que l'on considère h congraoneo • 

*■ + ,_„ (-j. .) . 

mi viii qm: le «timbre N, .lu ib ululions wiliirw , piuilivo el moindres que 
n , e« exprimi par l'équation 

qui n: niluira à l'aune 

.B.-» + A(, + .i) + B<i+«B) + »(,+. H) I 

en distribuant les nombres t , i , 3 , np.cn groupe», comme nous l'avons 

i i _■- d ii | - r ['liVù'ieillmcnl. 

Si l'un djerdie à [uv^ii! lu nombre N, Ji:s solulifjus i-iuicn», positives et 



iwiinrliv" i|ni< n , iji T.i rungrn v '.• iliiti iii'iiiinllc! 

»' + «' + '=8« C'"'»l. ») ■ 




»N, = Î|| (™ »>•(■** + »" + Of + V- i n »>•(*• + »• + , 
m: n'iluira ii l'iuint 

»»,_»■ + A(. + «A). + B(.+.B). + »(■ +.»)•■ 

De même en rheidiam le nombre Nj des solutions entières, ]>osiiivcs 
■it HiuiiLilres qui' a, Jir h t.oiijjrm'NLr à iruîs inconnues 

_1_ „■ + v + i é= o (mod. n), 

on aura une écjualion clc la forint 

n ]S, = n ' + A( 1 + rt Ay + B( I + a H) ! + R(. +a&f 

« * )MfA 1» co.«™«ce (qui .enfcnne »- . bo^) 
+ + ^ + =- + tmi (ruod.n) ; 

»M„= n -' + A(i+ 0 Ar , +BC. +o^-'... + R[. +«»)"■ 
lîolilliiiiO^.ï avec J'0'|u.iEion connue 

■ + A + B + R = o , 

A , I) , fi , 
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une Équation 

(43) ... Z = *■ + », + ï. «" +?. = »( 

dont lus a racine? soicot Ici quanutfa 

A , D , R ; 



A + B + R = — ■ ; 

n jy, _ „ + , 



A' + B' + R' = - 

A* + 1!' + R* 



L-t ll'ljtl.llioi) 



( "S) 




Ilotlc Cl] cliLTcklllt le |'lll c ^l-.illll - JUIN;, i. il diviseur i-jiTi-f X et X, , on trouver* 



et ijiii .sera de la forme 

X, = xT + txr' -f (H™ -f / = o . 

Pour trouver les autres fiicteiiii .!■■ ,!"=a , l'en ;..vn,lia [;. '.mine î =- .'■ . il; 
l'équation (43) ot onfaira 

^ + r*" + r '' *= J i 

|.;ii.s l'un cherchera nue Irjusforfiiùe (le l'érfti.uioii .V = û , telle rpe ses raeincs 
tutteul lu Minime, île /J — i meinrs de X ^ o , pii.Mii né^tiveiiienl et augmen- 
tée* de la quantité B i .ilur.s en i.|i[iiij.iut X- - 11 , u ne Ij.uidfurjnéu, il cil clair 
i|ii'i:11i: mil.i/' j -.■■.:■]■ H - -. ci.n.i - mie I ujuil il ■!! \ — !■ ; 1 I l'Il ■ ivi 'i i m! Il- | Mv 

j^and commua diviseur entre X t =o , et _Y=o , on aura une équation du 
degré p f ( |ui aura |KXU ratines 




ùMielltllïl île cette i îicre n é.jimioii' -lu . i . -i; p ijui l'-i.iiir multipliées en li n 

trouvé réijuatinn .V, = o » les euli-es fieliiirs 1I11 dr^re p , cJe l'ci|iiali"-i 



C «4) 

X, = o ; et ainsi de suite. Panant, éunl donnée l'jqoMion 

daua taqucUe n= ap -f i , est ira nombre premier quelconque, ou leurra 
loiijWladvmmpo-er cil „ ù.jiultmis ilu iJ ( -ri , JU „ u ,ycu d'ime criluiliondu 
degré n. 

Lorsque a ci sont ilcn. nombres premier,, l'analyse précédents suffit 

panr tiourcr tous les ik'tenrs [If Relation , — Q . lna ; a s ; „ esl u „ 

nombre premier, et p en un uumbi't: composé, fi siijijinsiut p=icd t 
(les nombres b,c,d, . . . t, étant «ras les facteurs premiers de p , égaui on 
mentis entre cm) un Irouvcv.i ifjljunl les équations 

■ + A + B + 

«H. = » + A( 1+ „A) + B(i+,B) ... +H(l+ „ R) . 

nS, = n' + B(t+«B)' . . . + R( 1+a R). . 



»N„ = »«+A( t +.A)" + B(t+«B)« ... + R(«+ a R)™. 
d'où l'on déduira, comme auparavant, l'autre équation 

Z = «■ + »,«-' + ft !-î + y « = o j 

qui fournira les valeurs de 

A , B fi ; 

puis l'on cherchera les valeurs de 

a; , k. , N t , ... y, , . . . 

eu exprimant en général par jV, le nombic îles solutions entière,, positives cl 



moindres 411c " , la ion;;niiru™ il (/ iniuimuus du h fuiino 

*** + + f* + 1= 0 (moi») ; 

n N. = , + S2(«- »J"C^ + 0 J + V=î * + «>3 i 

»A.=»-H.§X2(«»v(*-*î-*0>^«i«»r(*-*^*')3 i 

En décomposant en plusieurs séries les nombres 

et en classant 1« ir.iitu. n Ii-î, mui-rWiliw lie l'imli.' «( , ji.n r;i]jjmrl au nom- 
lire 11, «mine iiniu l'aviiiu ili-jà fiii relaiivnriinil aii\ ri'-si.lu-. l-1 min-rtHidii. 
■I" l'uni™ ,1 . i n |> -rs (1. ;n2:« i .1.1s npitrujii l-j-.'.-.'. L.-i 1 in I.i lî «ijîv.ihi.- 



+ B,(,+*bB,) + fl,(. + «iiy . 



[ +i( 1 (i+^^,> J -' + /i,(i4- 0 4fl,)' i -'--. + A.{. +oi «,)'*-' 

][ il tir i|u .'[ ]'aM.- \: l'ip.-iljmi: I .::i ].....! i *i; r n imr;- i 

Z, = + z- 1 " + + (U — • , 

lit L mi ; m« ui.uiMirt' i|m: ihi-i, jn-«!is ili'jj Ih . l j i hi'- ['.'.|n;![ji»i Z =; u î'iaie ■*'|ila- 
lïgn Z, — n , iti:r.i jmLii rai-itu-s Mu tus les i[«amilfa 

A, , J, , A, , ^, j 

b, ,//,,;;, , /î, : 

^, , jî, , A, ...... ^, i 
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D'od il reailic <jne l'huai ion 



+ + ■•'' = •>, 

aura « racines communes avee lrqniiliuii A' = = o . Mais comme on 

jiciii former d'uilll.'i L-rji'.i [j. iiis «■iiiMalJcs ni |H'iii;ii e mm: série au lieu de 

la série n, ,«,,,,. . «„ , en écrivant l'une i!.r< iju.iutil.'rs ./,,✓/,,... y/„ au 
lieu de et en rlLei'.'krmt uni Ii\ii]^lii!:ii.V iL l'i' jn.iliiMi A = o, comme nous 

l'avons làit préeé.ldiinii'ni, 011 ;uii liin i i'iji talion;: nittljjlilcs, qui serviront 

à décon]|>oscr en facteurs l'équation .T = o . J\ous n'avons considéré que les 
tlnns fréteurs a , b , du nombre H — ■ I $ mais on voit que |Mjnr les autres fau- 
teur', il n'i aiiiMit qu'a i.:|.,}(ei- l.'i m.nii-- i:j..'ri-.iliiiii-: ili- m, nuire tm' étant don- 

„i.lv,,.i„„ 



i - lltjnilii; rr — . ■." i'/ :.' Il II ]■.'■•■' M. lit ■ lui.rl' nill.-n! j I ;iii!i: lie 'Fi 

équations .lu ficel é a , tlt: équation, .lu ile-rr /• , et ainsi de suite. 

L'analvse prccédunUr .ulllt pour montrer l'esprit du notre méthode; on 
voit qu'elle est Iti-s-jjéni'r.ili', t-t i jiif [mur être r.|i|iliiroéc ans iras |iarliculiers, 
elle llVugu [sis la cunimissiinif dus ..urine» priniimer.. D'ailleurs il est tlair que 
pour résoudre l'équation x" — i = q , il n'est pu nécessaire de iléeoiuiwjet' 
la série des □ambrer! i , ï , 3 ..... , n — i , ni plusieurs séries coranw nous 
l'avons fait, afin qui; l'un pH Lien saisir le principe nulle lltéoriir. En effet pour 
décomjwser l'équation a- — i = o , dans ses facteurs , il suffit de déltrminer 
en nombres les valeurs de 

N, , H K_ ; 

N, , A, JV. t . ; 



ce quel ™ pourra toujours (aire Ù /msirriiiri ]wir toute valeur niimériqueden. 
Lorsqu'il s'agit du réMiutln: le. iruiiy di'n tli g i é s ■ 11 péricltrs au second , 



( "9 ) 

nn renmmre l)C.1uei>li|i iti <lillîi;ii]i<' ; cl l'un ik «iiiikiîi nlieim llléorème sur les 

r&klus culiiijues, un liif.il Ttii . iVims nlluus il iht util iiili'iuuil les premiers élé- 

niens de celle lliéoriit/qiKt mtm iniiliiritiii jviti' ]i!u> Je détail dans une aulre 
occasion. 

On saïl que la congruenco 



h(-'K+0; + '- 



Mililll.-li.iel si 1 - J 1 3 iLYr :][!]■( -i: L ■i':lie .[.:( lirriri] m'i 



dans les irais séries 
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( 13") 
m composte dus -xp nombres <jui se 



-IN!. étle rraiLlil iï Jli .1:11. Li ]HVMi.-v, i.i I.i .11.11!. «rie. A p: ■...,'] IL rtijiiii- 

ùuii que nous avons inimw jiiriuli'itiuii'ni . j»>nn ;i mettre soin Li forme 

; (l(..i ?+ ^.,^))(. +3 f(»,-- î r + ^,.^)) 

+ (f(„,^- + ^.,.i-))(. + 3fe'i + ^. i .¥)) 
Uf(-"-?+'--^))('+"i'(«^+^- ; ?)) 

el su posant, pour abréger, les trois Éqnations 
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( * ) 

on obtiendra 

ln = ^(i-j-3^) + J(i + 3J) + C(i + 3C). 

\f.Mv -i l\:n ■ X] .1 fi ni' |i i. Y, I i'ie d.\- •■: ■[::[ nlio^. p^i'.iw. 1:1 rni.iiii- 

dres que n , da la ermgrueuce 

a> + y + i s o (moi») , 

n jr. = «■ c i + 3 a y + a ( ■ + 3 jî )• + c 1 1 + 3 c y ; 

et si l'on combine ces deux dernières équations, avec l'équation connue 
. + J + , B + C.= o , 

on aura l'équation 



qui aura pour rn^iin-.^ k: : ircl^ ciiiutiii. .7 , B > C . 

On sait que lorsijuc u tôt un nnoijri: ^'i'l'T]l[lt de la forme dp i , 




Z_ ! . + ,.-(^.)« + -^((.- .)■-«(»+. -•))-•! 
et parum iïi cjjLki ks [rieiDiinjs de lts tletii ùjniitkinj Z — u , i>u anrj 



C '30 

If. = n a a — . 3 , 

Et que la valeur île n l'M ci.li]]ii'i.-.: en In- /ÎTO CI 4 « — a 7 » ' e "oiHb'e N. 
lie pourra j.i i ji.lls avoir uinj valeur moindre tjue 

n — — - = ; 

et p.lt iMllh.Vj'.ILTil le l]ri:Lj ! >l :' ..V | ill i i i.- ■ibliil.eiu .lté.' ];i .-.lin,!- lif- 

n. Il resulie de l:i -pl.: u ■! i iiur liiiiiu , lj eu:ijnn:uce 

** + y> + t m * ( -i ■ ) , 

a», + ^ + , s • o '< uni ») . 
on iromera le nombre JV'j dei Mi!-il>!ii, t:j-.i.rei ]io.-.ilivci cl moindres que a , 
de la cougruenefl. 

«" + r 1 + »' + i = « C moi » ) , 
par les formule) 

»JVi = .>'-M(i + 3 J <p + i((i +3J1)» + C(i +3 67 i 
A + D + C = S, i A* 4- fl" + C — S, ; 
À i + S' + C = 5j ; .rfl + B' ■+ O* = S ( 1 



, N, = i — j -)- i = (i ; et ia 



«• + }* .+ I = o ( mod. , ) 
il jolulions ; « qui il c« aisé de vérifier,- ■' 



sera toujours n =s a — i , itidépendi iiiment tlu h vJrur de j . Ainsi lorsqu'il 

.h'.i^iL de* nllI^MLCin;.;., du l!. h :-rr:iK d.-ie, il M.il'l [:.\:^ . ]lfji:r 1 11,11 tirr ][■ Ijtilrl- 
bre de leurs solllliuiis, de rimmllrp L ioimi.' liiiê.iin; iti-, nombres [premiers qui 

Krvcol de luodrtlc, iu:"m il fl.m eiinniiiu- mu,! l'itu de. lires de lu forme 

quadratique à laquelle ces modula peuvent se réduire ; el l'on doit oints-ver 
qu'a l'aide de l,i relation If, = n a a — j , on pourra toujours assigner I™ va- 
leur de a de manière que N, ail une valeur d'une forme donnée; quoiqu'il 
y ait certaines valeur- r|m; JV, m: |»' ur.i jiniMi-. piejidiL : ainsi on ne pourra ja- 



Si l'on eiprime toujours par A , B ,C , les Unis racines de l'équm ion Z=n, 
que nous avons trouver préecdruiiuem , u:i jujiktj dihei-iuiuer Iruii Ibllcliuuj 
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nh de X , que l'on e.iprimera pur p ,q ,r , («Iles :[ue Ion ail lou|DUrs 

("S=t)~ & +/» + ''Xr + "r + <•'')((' + <• J + >>j, 

i cflïciiiu iiudliplidU'iKL-i, i;l ij;i<; l'on opère l« réductions 



-f (»+')- f((— )?•-(• + ■)?' + (— O?) 

, j^ l-f )(»- ■) _,, , (4^.»»+ia.) ^ 
— ((»- -»(»+; = •)) 



eu*upposanl toujours 4 II = a' -j- i* . El tetlc équaliun offrira le pemier 
'Mniple d'une forme uiliupu; a Iruis inenuuucs . J:tijtn-!l.: u:t |hiuitj réduira KD 
te n , de la forme 6ji + i . On voit rjtiel'nn pourrait 



L'analyse t[u nui vi!tini!« d'exposu- fisirnil le [Iimmivi ijiï '.ni v.'inl . Lur»iii<! 

ni + i i!M un nombre [uni lin- i|uri. un.|i ir . cl !|L1C n est nu nombre premier de 



(,35) 

la forme 6p 4- i , la congraence du troisième degré à 



-è(("-y-"(»*->) 



wra toujours résolujjlo, 

(Jn pourrail déduire de ce tliî'n:-,-un_- . du Il i.jhlbn .<V, = n an — 1 , 
i:l i !t r[u.:li|'i.'- .-.l;!-'.^ | il J|:uM i|:il! L]i;l]- l: Nicl lllll- ici. i:!, £l.ind ]]'>:il!>|-u \ic 

Gp -f- [ ; mais mms m: i»mvin]* [m-. [.^ e*]i..^r <i.jjK ee mémoire. 

;r que puisque l*ou a toujours a' <: 4 a , 



, ,l,'.j. t , 



-Pî-O.-iCc^.-.)— 



nous avons nommées ^/ , ii <_ Il io il esul e <j 

h'i^n:e .-; i:- r . un nmihir itiUl-v m rjiie n vjl Liii :l'jii]!ju: ]>!en:i 

Ji! ï:. forme (îp ■ 1 ,on jw.l irJlljiilirj l'équation 
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On trouvera de même en général 

S »" ^ " • • 

Innies fui. (nie m. -i'ra un nomlire inui.ir, « rjire il sera un m 
niîer; c érani d'ailleurs un miniliie finier i(llelcou<[iie. 

SnpiHjsollsmainlenaniqiie n soil un muni ut |>reuiiei île l.i (orrai, 
un sait ijno l'on («nrra loujnurs résoudre lequarïoil 



iso (moi») , ±>>+y*+im>> (moi») , Jr<+j-> + «' + i s o (m«Li,) , 

..ji >aii r[ue la 1 1 1 -L- ] 1 1 i ■ de eis [mis iruri;;ju[Tiri^ :uir.' .ju.iirv snliuinus, que la 
MvwiJt fil aura un iioniiire Y, , m que la util!.! élue en aura lin nondiro iV, ; 
Pi, et IV] , élan! deui nombres entier: imonmis. A )]irsi;til ..i Fou iléniiu] 11.1e 
l;i .éi ii- dis nombres 



?u i|llaue serins, la Ilti'lue luaiuér* <|iie nuus uvuns limMiino™ la suiic 
en Iruis séries, uuund :[ s'as:ii,jil de! toi^rueme.! du Irnisiérne dej^é, un au 



après les réùWiîims crHivenaUc, li:> équations 

,+J+l + C + D^c, 
4»_» + ^(,+4^) + J(, + 4i) + c(. + 4C) + '>0+41), 
nir,~»' + J(t. + iJy + B(- +4fl)"+c(i+4C3 , +-0(' +4E5 1 , 
+ .<(. + 44" + a(i +>V+ o(r + 4<5' + l)( 1 +4/y , 

qui serviront à former l'autre équation 

Z = «t + =' - 3m i' + P(JV.) » + *W , JVj) = ■> . 

qui aura pour racines les quatre quantités 

J , B , C t D , 

et dans laquelle le coflicient p(JV,) eipriino nuo fonction de jV, , et le 
meiliiiimi! F(Y, , .V,) ri![ii-0..fjiri- mur tini'liiin île ,Y, i:l .V, ; ftwliuin qu'il 
sera trés-fitile île déterminer en effectuant le calcul. Mais connue l'un a aussi 
jnr f équation 

» = „' + ,6 *> , 

l'autre équation 

2 .,. + ,-,., + ( 1 „.^-Jl^)> + i,.-.(^<^)_, 

lion entre JVj, et N, ; ô"où il résulte que lorsqu'on tonnait le nombre dei 
wlutiiii]* .].- l.i ir.ii^-ii'.Tii.i- !; d.vn iucunnues 

ar> + y* + t = o (moi n) , 
7W. 7. ,8 



( >5» ) 

on aura lullt lie auile le ïmjiêIkv «iiliiliuils delà cooeruçoce à trois inconnue 

* +r> + * + ■ (..«i»), 

« jiat suile le iioiuIji-c tir. .i>tni:<>ns d'unis ciijijjruencc i lu i|iia!riume degré, con 
tenant un noiiiI)i-e<(in i lfimijHf!rjiu:.)iiiiui;s J jHiurïii i|-ie iV module n soil toujour 
lui noinlirc premier île la forme Sm -j- i . On aurait pu élaLlir à priori J< 
rapport qui iHiislc eiili't: _Y, et _V, , ni uhsurvarH que dans les irualrc iquatiuu. 
nui nous oui servi à dèletiniiier lei [iiiL'Ilkiciis île J' tmi.uinn 



l.iin.Lî-.-.. .[1:1; i: , (Eu 1:l ren'i il 

* + r 1 
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ei par n te nombre rnii.T i|ni est .luimi' l'tVjiiation n = a* + i6i' . Il 
résulte de <re qui |inVn] t iju'ih [VIA d'iimi nxliiiiii- liiniln, ;V, ira toujours en 
croissant. Fa en jjfVi jl » [ph.jm.ih .Il'i.ujili i .-i- .[uïiuni .Iimuéo 11 congruence à 

+ y + , = 0 (mod. , 

dans laquelle /f est mi iir.u.l.:.' piemitir .[i:rl,:nnijuc, on pourra toujours aligner 
une limite tlo p lellu. rpu p.i-sé. ivlii] liiiiitn !■] ii-in 1 1 .i u <i^n iolutioos Je celle con- 
gruence ira toujours en aufiiucuUin. Ci' [iii'ïitrirj.j n'est p.is Mus importance pour 
]ui vi:ij[i j !.. lii-.iKiN-ir.iiio^i Au t_c tï-.^ndre l'équation 



on nombres entiers. Car il pmitre l'on tel terni I enviou île démontrer cette 
impossi bible, ou vc.u]m:ii i' i,l:Eir i|i:n >i •■-■lu- H'.[i..nii.ii ét.iil résoluble, l'une deï 
incriminas .sci-iii divisible par un nombre infini de nombres premiers. Nous Eli- 
sons celle observation, parecque nous avons molif de croire que plusieurs ana- 

nous avons démuvert, c[ dont nous avons dcniuutrc par une mélbodc partïcu- 

C.r qui] m ii is vr n m ii. de dire sur les congrueitr.es dit troisième et du qiiairiè- . 
me degré, ne renferme que les premiers éleinens d'une iliéorie très-étendue sur 

occasinn; e! nous d i.i mei-uus ici I' ih.t d'un itiéorèute général sur les congiuen- 

re, de ions (es degrés; te lliéorèiuc est le suivant . 
On peut toujours résoudre b eongruente 

+ „, y- + „, s- + «, = o { niod. p ) , 

qui renferme n inconnues et cpii r<l du ile:rré n \ Je ii:oduk- p clanl d'ailleurs 
un non.ki- j.i. iniiT i[in'li:o'i.|iie. H lis eoellicielis 
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étant des nombres entiers quelconques non divisibles par p . 

On voit que ce théorème nmftrnw comme cas particuliers les déni cou- 
gruencea 

*r + b s o (mod.p) , 

+ ay - + i = o (mod.^) , 

qui peuvent tenjoors se résoudre , lorsquo le nombre premier p ne divise ni a 

Un ;usïcr;.it des ccn:;n]nn:::i ;iui ù|i]j;!oni ind.'-ttniiiu.'iE , nn (ïînsi-.-ntu 
qil'tt.ii'C |JI'L];;C'L de rr^uuiLiL' en [ioij;[>:l-' .Mtinj; l'. r '.|_i:;iti.j:L .'[ im.'i ||][1U<^ 

p ( * . y . * - «=■ ) = 0 . 

elle pourra se réduire à la conejucuce 

P C x < 7 ■ 1 ete. ) s o ( mod. » } , 

dans laquelle le module u est un nombre entier indéterminé, on même une fonc- 
tion quelconque des inconnues x , y , s , . . , , eus, On peut résoudre par cette 
méthode plusieurs équations indéterminées, et même on peut trouver avec fùci- 
lilé les facteurs rationnels d'une équation numérique à une seule inixmiue, pou:- 
vu que l'on détermine convenablement la forme de la funciion représentée par 
u . Mais cette méthode exigo de longs dévuloppemens qui ne sauraient trouver 
place dans ce mémoire. 



MÉMOIRE 

SUR LA RÉSOLUTION DE QUELQUES ÉQUATIONS 
INDÉTERMINÉES. 



INTRODUCTION. 

Il existe un grand nombre d'équations Indéterminées qui n'admettent qu'un 
petit nombre de solution), cutiéivs: m.iis quoique dam ce cas le problème de- 
vienne beaucoup noiii compliqué, que lorsque le nombre (les solutions est infini , 
les géomètres n'ont jws cherché à i-ésoudre par une méthode spéciale le cas le plus 

simple, riuiliu" il pal.ii".ii' 1 1 .l I ■ 1 1-« ■ I i h : U : I i'I il . iai ^éllelali ^ lui i i i.) l'i.l jn» I- : .|ne 

nous avons publiée jour l.i ]n-i::iiiiV.- fui- <:u [Rio, nous sommes parvenus a. ré- 
soudre complètement un er.enl mmilu-r d'.ipiali.ni- iiiiléli'ruiinées, algébriques 
ou transcendantes, de tous les degrés, contenant deux ou un ]ilus grand nombre 

Lorsqu'on doit réiaiuilre er, nombre-- <:mirr.< ;iur i'i|u;HLnns à plusieurs in- 
connues, si l'on petit trouver des fonctions de ces inconnues, telles que ces fonc- 
tions doivmit !o-,ri"ui > Ou ô-.i:ijii:<i> rnlie dciiï ln:iili::; numériques données, 
quelle que soit la valeur que l'on attribue aux variables, il sera toujours possible 
de réduire l'équation proposée à une autre équation, dans laquelle le nombre 
lii.f [l]Ciiwl'.L,:s hi:i 0..1I .1,1 1 'ilu:.].i ■[■:- ii:..j:imiL--. I ï./ni I i. :n | .11 :[.i>-iï: , isimI::^ 

I.: IKlIIllin: cli^ finie! il ||]> J1.1l 111 <]iVh;i |]m':,: Ir^ilnilr.- . \iii-i 1iir-,q-.K- ]r rn.illl- 

I.I.: .il- <<:.< .i>:i.:li"n.i, iiu-uir:!]^'! 1. L 1 - l'in 1 i;. - - , -.■..1 .ni 111 . il il 111: il.-, i il- ■. .11,* 

<].: l'./yliai. .1: |. u.|i. ]<:':<! , 0:1 .Mira ;i-i:[l ini.qilil ni lu pn ■: .li'-iih: . 

ques et de celles du immu i'/iue <K ^\ ^, qui m- i.-|u i»liii.-.j:r lorsqu'elles sont mid- 
c : 1 &L i z - |iii- :1..- lin-ni.-.- h.'iii; M.iinliu.ini u.'.i- n 1 ji reniais la mi: m c. madère 

en l'augmentant considérablement, .n Tiniii pniveiuins a déijionircr qu'un nom- 
bre quelconque rationnel positif, est toujours la somme do quatre cubes positifs 
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en nombres rationnel*. T"nim m ir-:ilv.^:i- il.i::-, it mr;i]ritrc, une classe asseï 
d i-q q j t L>] i5 iu^^l lci :j j [n-i^ -, <k- n.u-. !cs degré), dont Lagrauge avait COll- 

Ji"-f i": li:^ ['lus sillljkles. 



^ N A L Y S E. 

Soit proposé de résoudre en nombres entiers l'éimation à déni inconnues 

Ah" * Afr + ïn-.&.y) + l'-C" , y) ■ ■ ■ ■ + F—C" ,?)■■■■] 

+ F 1 (-.J") + F.t",jO + T j 

dans laquelle , y) représente en général nu polynôme homogène en v 

et y , du dvgré « — m , à coclliciens rjui.nri.'ïs r Un ;.nijt'-,i d'cboid ■ii:]i:-imj 

ipje tous les coefliciïns sont cniiiT*, a qui; l'on dii n iii- seulcn; ki. f ihlloiu 

entières et positives; car loua les autres cas se rapportent à celui-ci, en réduisant 
les fractions au même dénominateur, et eu changeant les signes do variables 
lorsque cela est nécessaire. Puis on mettra l'équation j!ro[ioseé sous la forme 

\aV^ + Bv~- + v— (a + iy) + + b, y + c, y) ) 

+ •■('- + ^y+ <=.y -+ p-r") = ° 

- -t-rr + Gy~" + "y" ■ + s r +-r=*\ 

çy — =, 6<l = x , on la transformera dans la suivante 



( ,45) 

dans laquelle les coeflieïcns île j" ci de j" , seront égaqi: si 1 présent l'on sup- 
pose i > i , ei que l'on fasse x = I -j- u , ou aura, en développant , 



(44) ■ ■ ■ t \, 

+ ef"«" + *V 



[n;ii[ lilujiiiiï* p:i^i:i]->; cl i- !■■ .-;L[i[:i^]l:i m z in ]!'■;[[ .r 

positives, ['éipiaÛQn (44) rtansLquelle en S 6ïtli > £ , OKU 
iiinséqueMt .m devra Jitre 



et en substituant sucres -ivc nient ms valeurs dans l'éinutinn (44) on aura une 
série de L + 1 équation- Il mif "Mile iiu-onuiic. (ifirn Lit fleurs rationnels, s'il 
en eiisic, fourniront toutes l>"i ijU'niï [nnliives ils ; qui résolvent l'équa- 
tion (44) . 

Nous avons suppôt t> = , l'rin iviii ri 1 1 n>:il,;ii.e ; > X , on fairait 
= =1 -f- u, , et l'on obtiendrai! la limite de :., de la même manière que l'on 
a trouvé la limite de u 

De cette manière nous avons trouvé lentes Ici solutions entières et positi- 
ves de l'équation proposée; pour trouver les solutions entières et négatives, l'on 
n'aurait qu'à changer les signes des variables, comme nous l'avons déjà indiqué. 

Soit proimsée l'équation à deuï inconnues 

/(* .y ) - "t * ■>■ ) = ",(' ,r ), 
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''L Im f il.':vi:inii'Ta h , nili> il.' ,j '.' L il" t 'l.wiiM. Iront il iï celle m- 
]ii''lv (1.:- I:'[::ir-:n ]IIJ]:i.\Ji : ;.l.ll< <iii |i:,i:r j.l niiuv.r un nombre entier et po- 
'itif ./ y ;ut i"£i ni l'un r^N.j ji nu-.-i , ]j.-jmi- v.ili m.s ' 
connues, cil preuant/( X, , y, ) avec to 

+ ')/!«. .r.) >«(«.. *>i 

(r élans une quantité positive quelconque) et l'on pourra toujours déterminer 
un aulre nombre entier B tel ijue l'on ait (]>our (les valeurs entières et posilî- 
vts lies immmitcj, et eu prenant encore la fonction /(i, ,y,) positiveinatt } 



(Zt-r)/r>, ,y,)«zF,(*, , y.) ; 



d T où il résulte que F, (j, , y,) T ne pourra avoir ijti'un nninhic limité <iu 



r.l*. ,3-.) -b , r,i*,, r ,)—t+i 
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un aura 1111 îiomliru A — 8+ i iVwju.iiuius qui, (■l.iil miviliinfcs avee l'é<[ii;|. 
lioii proposée, foi i ni iront ]ur l't-liuiîiiauim lui imiiilnv éiiil d'équations ii nue 
sculu innomme, il'im l'on' linra irait» lus -oluli.iut ik- leqniiiitm |im|io»ée. 

Il cl Ijuili' il'ii]i;J[i;iivi ri: ].i iui-ipf rqn.ilinii. ■.■;jiit 1 n:iiil (il us lie ileoi 

pourvu -pu- Il imnil.Ji' i:i:> l:..:i:n:\. qui ..'il |'li>mt li' | ni.'iu i'-v lll.'l 1 1'...:: ..o"< \'l il 

au moins au nombril des. mciuriiiucsj il l'un vuil que l,i forme des fonctions 

/ . /. ,./.,*, ' 

pmil i'tre iilgiltriijiie nu Irsusteiulmte. 

Soit proposé, pr cicmple, de trouver tomes les solutions entières et po- 
siiivei il.; ] |i.[i.iriuii tr.inseendanle 

-y-, — , y , 

que L'on pourri réduire à la forme suivante , „ 

C ï, -J- , )('+r i °6* + 77;C^)' + r ^73(l»s-'-) 1 '+ = ' 

il est Évident que Jes deux in^.iliti'i 

ne pourront ps sid»îstcr enseniWi' , [i.niT-rjire tî illm | mu raient existoren moine 
tems, le premiei r muinlii.; île mitii h r .|ii.ii!iin <-,i:ih inupiirs plus grand que ]e 
seeond, tant que les nombres jl et y n^leuinu jio.^ilif:: r Àluis il Ji.inli .1 qi.t 
l'on ail l'une des équations 

x>=o,x = i , x = a;<f —y' = o , x< —y = t , 

— y=a , jç=3 , jï=4, 2'—^= s , if — y= 

— J" = 7 . x'—y' = 8 , *■ -y = 9 , ar> —7' = io , j' —y = 



( '46) 

Mais Les équations 

i'— y' — i , x> — j' = 6 , — y"=to , 

' ne peuvent avoir aucune soliniuii Milii'ri!; t'I. parmi h;s i l'f juaiîoiii qiiî resteni, 
il n'y a que les deux rqiiaiions i = o , j:* — y ="o , qui étanl combinées 
a«:s lVc|ii.iLjuia priipostu servem 1 lu rémiulri:: m dùlilil de là que l'équation 

■ -j") = »y - 

dc pml se téf.u'i.i' ru noml-.rrs .îiici.TS cl jx^sitifi , r^i'urj £ikim j=o, j=;o, 
On pourrait, du la nu'iui; :riaijii'ii: i]..;iwi- >;i[:ir ii;:i.T u 1 1 ; L^-i-o.-i cl ué^alives 

L'équalion ' 

JPx- — Jfj-=T„(. x , r ) + F„(x,y) + T , 

qui «si ^mbUh'c à n i;,, rjrc m, m ru iF.l a>ii-;:li]i l\ j uni i toudri- am-ï 
ikilu'lli'ill Ji.u- [.[ lllclllmli; qui' un:, vciiiiili d'ciji!»L*r; (nr tel!,: .ïjUJUOIl pCUl 
se réduire a la- forme 

fi', 7) ■ «",!)- .J) , 

CD &i iant 

,j) = ^(ix- ÎJ -) ,jO = i" + 07 h7"'^~ 

F,(»,r)-r-,(»,?) + r«(«.r) + T , 

AVf + jfr = *~,^,r) + F„(»,y) + r, 

il faudrait mlilliplicr luui ses tciiiii:» par //■ j;" — afin de rendre le 



p-.-iji.i uicnibr.! ilL"j'j]!ij»".il.li^ il.iii' ].\- i 11 11 ^ CiLlcurs 



Afbx — qy} , + i— jj- .... + ç—.^— ■ , 

lesceoud desquels a tous m tenues jiu.Jl:E-. I).: ivllt usinière l'on trouri! tou- 
tes lus solution* entières «1 pinitivr.; lr< ieJ.LLio;is entii-ic et ué-itivcs, s'obtien- 
nent en clliingcanl lu* wsjiics dus i-ariables. 

!in généra], i-iaiii pu>po>é ÙV iv-nuliv ( ihiiIuh emiers une équation k 

lières, tllJClltUf dcMpii'll':'. , jio:i|- (l. s v;i[<'ili' ijiirl uji.piL' ili^ i I nul 11 I Lies , doive 
&re uiuinilre que h + i , ut plus grandi] que , ( L et i, ùtaut deux nom- 
bres entiers) un ejj.iluiil .■iirci-iiieniiMI i[i..:Lmt-Mi: iv. fonctions aux nombre* 

+ ■ . i. + - i , 

on aura m([. — Z,) étpations; et les solutions umiiWsdu l'équation propos.*, 
devront se trouver punii [■.■- rnciiics tmlii'i.'* 1 1 ik i ini'i es équations; et si la 
nature des fonctions ijiiu )'o:l il irmiv.'is C't L'Jli-, qu'en combinant les divers 
:voii:;n'- iL'i': ji..ii:i>ii. ij ii .a :lm:ÎI.-:ii i: I ru:.r in. piq.rj^'.r on puLsc cli;iii- 
lier m inconnues , oïl i:i.tii-,iùi :. une i'..h.ii liui pju.v -. i 1 1 ■ | ij i|ui ire contiendra que 

Si.it pl'i.:i h: i-.'^.. ::<]],■ eu r. I il iv eul iei > l'.'.ji .ili.'i ;i i: n - : I i i." I L" M > J.l- 



lultiplie par 4 a* tous les termes de l'équation , cl 



C '40 



i— 4 a « — 4 fi'ÈaHJ — (4oV+ !■)»■ — >i^- p-( 
i 

Dans celle dernière «pi-ui™ f [ic.it i:u c [niHiiil ou m'gjiif; si un le supnose po- 
sitif, il ne jniiicra j.un.ii. Mii|m.w un nnmlni! /". qui, v.ilmitué puur v dans 
l'équation (46) , re»<lr:iii tous -t. utiium punitif,; alun on Jura faire succeisi- 



ct on obtiendra par IVlimiintinn. Imite: 
rcspoodcnt à l'hypothèse de V poaîti: 
f < x; en substituant celte valeur da 



en substituant s + a , pour ( (Ltnj l'éqnalion .\-). l'ta-it un nombre posi-.Li 
quelconque) on en dihiij :mu .iMiru tij.tilicio de la forme 

Al? + £x + i~à>t = (i + ")' , 
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qui i tous ses «MifliciiMS f-tMiiifs, nuis qui est absurde pareeque l'on a pat 
Supposition 

* > e — O + .Jr . 

S'il eiistc donc une valeur Je y , tu-gama: ci moindre que j: , qui satisfasse à 
l'équation proposée, elle devra se trouver parmi les nombres 

3 _(,_,). 

Si dans l'équation (4G) , on a v = — « H » > i , en divisant n par i , 
on trouvera le quotient n et le reste r -c X , et en posant 

la- „• = (:. »■ + !•)■ = (» o' + — r)', 

i _4 B t I 4-4 a .( 0 _ n ) I > + (4 n 'r- (4_ B ).).«.+ ,(*_ B )r*_r* t 

4 0 .„ I >+(4 O T+4»'<=~(*-».)*)^+C.(*-»)r+4 fl 'rf) at +4» i *-' J . 

mais puisque 4 fl' r 1 > ^ fl 1 ^ , on aura toujours >■ n , et par conséquent 



et en substituant toutes ces valeurs dans l'équation précédente, on déterminera, 
comme auparavant, la limite de r . 

De cette manière nous avons réduit l'cquntinu proposée à déjendre d'un 

ficteurs rationnels . 



C ■!•>) 

Soit proposé; par exemple, île ri'umirlra en nombres entiers et jaMilirs 
l'éqtulkin à deux inconnues 

X* + 4^ + H «= *• s 

en faisant : = a: 1 - r -a:r-|-r J on aura, après les réductions, 

(4 + ïr]a« + 4'* -f i* — h — o i 

(i r est un nombre positif, on voil qu'on ne saurait avoir r >■ 3 i si r esl égal 
à un nombre négatif — p ei que l'on ail p <. a- , on obtiendra 

(4_ ap ) a! . _ 4,.x + p- - .. = 0 ; 

cl en faisant p =^ 3 , ou p >■ 3 , ou trouvera une équation de la forme 



rpiî l'M [:;i[.. < que |:^r ]iu^; I : - u i .t 1 . 

Lotsque r est un nombre négilif, et que l'on o — r >■ x , ou làirï 
r =_<* + t); ou uppottu -( < x, M ou obtiendra 

^ + 4^+ „ ^(^ + ,)• 

el par suite 

>*• +(*t-,)x- + 3 tx + " = r . 

et puisque .r' > ï' , oo ne pourra pas avoir f > o . 

11 .mil ahumli! ili; M[|i[Hi.hr|- l L — ■ (il .i: -j- 1} , cl II > i . parcelle 

l'on aurait alors Téqualïon 

z' = {r- — A )• <r x« , 
-pti ne .^.l'imiL jimiis :.' jnMr-.i^i .r.-cc r.L.iNe 

z' = + 4 *> + , ■ xi . 
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Pat conséquent l'on oltiiiiiilra le -y-ii'-un: i v.-lci ; d'équationi 

qui (tant cainliînn:i mr lï-iputinri |'kijhi.i't ilniicru irt viril iléterniiner les va- 
teiLI' l1i:.s iiHMiHjnrs. M.ijnli'n.Lnl .-i i'.il] riii vliu' li'H t"l ! 1 1 lin 1 1 inrK , ■ ln'livi' 

que les valeur x = 1 , z — ^ , qui r.'^.:! [ï.|i:..ii..-i nmjiu^ée, lit qui donuem 

i* + 4 X i* + ii = 4" . 

L'équation que nous venons Je Irai ta sert à résoudra loutre 
(48).. . ^^ + (5^ + ^ + 0)1 + £-7- + Fr + Gj + ff=o, 

- W + c y + *>) * ^i/>r+ c-r + ») — i ( *y + t-\r + g r + «) 

dun hr[.Li'l!i' l.i qu.nriti- (\.iii]iri-e -><:!:• i-j ^ne [ d,:oi .\ ui.skiie i mietiju.!- 

lion de la forme 

= + »j> + ,y + i, + . i 

et lorsqu'on aura obtenu Louies les solutions de cette équation, on aura résolu 
complètement l'équation proposée. 
Si dans l'équation (48) , l'on bit 

y — x + t , H = a , G = e , F^f , E = s , 
O + j <= i , F = c , B + E = d , E + , F= h , 
on la transformera, après les suliMi tut ions, dans la suivante 



C -5i ) 

jix' + (B + Cy...+Dy' + Ey»'...+Fy<>*)x + Gj*"- + Hy*"...+l=a, 

O , £ -/•", HO s'iiïanouisjcnl uas à la fois; el l'on en aurait déduit du 

[]I]L1Vl'I]i;> 1.r. iri>f : .| J 1 1 1." .: i iilll^i'lli:! ..!^-; ij l.' i i'ili- ■.[lu- [ii'il.. ;v:L)!!'. lIi; L[';liv<.t ■ i i i- 

la méiliode dont nous avoos fait usage pour résoudre l'èpialiou (45), peut l'qi- 
plicjuer éguknieni à l'aulro plus gtiiérale 

A<fx- + î«r— + ci—' + / , J : + 7 =,^ c - : " . 

On a d^ja vu (juo !"„ f.r , )-';■ , :iolis <!:": - i n . 1 1 : -i une fonction hnmogfr- 
ue, rationnelle e( untiiu', du de^ré ?j . initir x il v ; lu ^i-nilralisjnl ccllo cuit j- 

MninlLiiiuii, l'.ijin. ^ : l 1 1 i'-h ■ l'<.p].iii..ii 

, ri + r,(» , ri +/ - ° , 

si l'on |>eut trouver une solution rationnelle do celle-ci 

F,(*, r )_««< + àxy -f C) - = o , 

)s ju iMjiii je siT.i li.olulilr .lu.., i .'il ikiiijIh-.'. riillmuii'ls. lin ellî;l, si kl valeur! 
j; = m , _J" = (i , (arinSmi ;'i IViju.ii i[»L l \ (.r ,y) = o , en. faisant 

» = »'P + 5 . J' = »P + f-'i 
ci tu ïiilihtitniTiE ces ^-.Lldiir^ d.uis lï'p.niiri 

F. (, + F, (* ,j) +/=. + bxy + »y* + dx + * r +/= » . 
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B"+imr+i:n')p , *(iaBt9 + i(MrH.nf)iicnr + dm +e») p 



et puisque par bypodiL'se on a am' + b m n + en' = o , on obtiendra 
l'équation 

_ . g ? - + bgr + tf- + rfg + tr +/ 

+ bnq + bmr + u»r + dm + eB ' 

(49).... F.(*, y ,«,.w«*) + Fi(*, r ,x,. ; 

qui renferme un nrantur rnii-lcï>!ii;ur! irinninnui-s. Fl il fuit observer tpiïtanl 
donnée une solution i = / , y = m , =~ a , Mo. , en nombres 

r. (» , j- , « ,«.)_., 

on peut trouver tomei mJ^lIulk ijuiih:..-]!,:-! th IV-ajuai iim {ijg) en faisan! 



(les quantités ij , r , i eic. . tlaril <ks niunlif.^ nirirMiiiels queleonuiu") 

et l'on voit que ci..' miIium.ih -::ionl [r.-.i[...,n , imml.ie infinie 

IV exemple, on s.iil iji]"-.[]L ]■; in. ;;■]:: t:. L i^:' i r;<.b.'i:qni; ./ 0: L iui.ji.dï... I l 



( ■!«) 

aommc de fliiatrc carrés en nombre! entiers, on aura par conséquent 

Jcaif + V-i-i?-i-d'; 
mais si l'on voulait corinaitic ioiiic, 1rs loin lions rationnelles de l'équation 

= + + y + s ' - 

Ap- =■ (.,, + + {l,p + + (r/. + 0- + + ')" - 

P - + + „ + rf,) ' 

« h formule 

'-(■ + f>'+('+ï7+(-+7j + (' + v)'' 

(dans laquelle on pcul donner à o- , r , 1 , r , des Taleurs rationnelles qudeon- 
ijnei) i:xj>Hmi:rf. tuili:- 11- 11: l'iit tt An liiUTinjujMr li: :iuj!iLre tu ipotru 

Il fcul observer qu'étant donnée l'équation 

(s,)....x-+t Ir +,y + J I c+, r c+fr +l!I +l. J -+i.+t— , 

si l'équation 

•«' + **r + "x' + + 'X' +/»* = » . 

est satisfaite en faisant j: = a . y = r . 2 = m ri on niblrituen dsm 



( .55 ) 

l'équation ]>ro]«>séi! 1b viletirs 

x « np + i , r = rp + • , x = mp + l , 

[ , m,/- ,: ci. I J.. .y c )+ ,i ( « .' * f: ;:i j - ■.■ Jrl -i «: }+ y ji - /;.■-, i r;r 

où il làut observer ijik 1' im- [l- i.ij pmiij ivj:-.Lr!:v i-.i nombres entiers l'équation 

( la n+ir+dra) î + (i C r + iB-(.em)ii(a/m + (ij ) + er)t + ff n+Ari-/m = [ , 

<[ui contient les trois inconnues 7 , 1 , ( , on pourra résoudre aussi i uonatiou 
(5o) en nombres entiers, d'une infinité de liniriiiLi^. 
Si lei|uation proposée se réduisait à la forme 

• «• + 'f + /*"+ * - • ■ • 

|»>[ir tàtlier (le I.i [éiomlii: tvi ikhiuVpj limiers il Oindrait Êira " 

«»ï + cr* + fmt = = , . 

Cependant il y il îles cas il.iris le«[iirl, l','.jM;ili-'i |>iri|io>ée ni! aurai! être résolue 
en gombres entiers, i|iioi(|u' elle puisse avoir mu; ijifinilé de solutions fnc- 

.1 . L i"- j : ■ ■ - 1 ■ I r i' i|u- I. |u"i h.i :u i. = L 1 ï i i li> iIhsl.i f: mi ii]!cs 

JE* — a y' — tz' -j- al 11° = F , 

X" — a Y- — !.Z' + a IV = F, , 

on aiira toujours lujualîon ' t 

FF, = A' — aS- — bC> + abÙ' , 

dans Lrjuelb ks NU.imjic.H J , Il , C , D , sont déterminées \ maintenanr si 
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a (Ax, — a£y, — iCs, -f- ai Ho, ) 



u, , étant des nombres rationnels 



(les quantités p , y , r , s , . .. sic. , étant des fonctions rationnelles des ipianii- 
tés A , x , X , y , Y ,1 , Z , ... eus.) pourvu ij m ]'u:i ji.ii.ssi! i foudre l'équitioa 



f = ' + 41 y — n3 «■ + ««», 

F, = X' + 4- 1^ - n3 z- + or* , 



C 1S7 ) 



1 4. / 'B(J'J'. + »3/'- ^-4« f — +> Y 



les quantités p , t] , r 

Ce que nous venons do dire par rapport aui formules du second degré, 
peut l'appliquer uni équations indéterminées du troisième degré, el si l'équation 
1 deui inconnues 

*>(.*, y)~° . 

est résoluble en nombres rationnels , l'autre 

F,(*o0 + F,(*,j.) + F, («,,) + * = o . 
sera résoluble aussi: eu effet étant proposée l'équation 
(Si)...fli' + ti a j- + €ij- + rfj- ! +8i'+/ij- + gj-' + Aj: + i> + * = o, 



n de b for.: 



( '» ) 

dans laquelle " . 

Â m an 1 -fin 1 n -f. t m n> -f- rfn' = p ; 

etsil'onfatt B=o , on pourra résoudre l'tqujliop (5i) cl l'on aura p= — ~ j 




on obtiendra une équation de la forme 

p F{r) , 

(dans laquelle f(r) exprime une (boclioo rationnelle quelconque de r) qui 

f"jm[|-ji uni: ■M^iii:,': J.. vil.uli.'h- d:: ]ï::|'u;ii:a pl .'; i vv LiI Mp'oil diurnen il r 

Il est clair nue l'on parviendrait :i un résultat semblable, si réqiution iira- 
posèc contenait un plus «raml ijujiuV' .l'inajnimt;.; cir si l'équatiun 

Fj [ * , y , i , u etc. ) = u , 

peut être résolue tu nombres rationnels, l'autre cqiiatiniL 

«)+i,(.j,.,.,--«)tf, ...... «.)+/«. 

aura uu nombre idiui ill .ohui:>^ ; mIïi.h iric'lc^ . M.iii:u-;i.i:il oi u..]:-. l'i::jii. 
urétédcuUï ou fait 

r=~», ■'.(».)■,.,. —)-*+/•—•-••. 

!.(«,?,.,", .«■) - f, t»,jr.«.». ■»)-•'. 

(mêlant un cjluli] ii ir jiidiiiiiii:! tpn-kuiique' [.iii-i.jm: l'équation 

1- y , 
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* + y - * - * 



les deui cubes qui composenl 1e second membre seront posiiits 



il cTail i]Ue nous aurons ràpialion 



dans laquelle le premier cube du second membre pourra s'écrire Je cul le uiajiiire 

/,,.r,,-Y/ (..6^y-,». YY ;,. t ,iy((,„»,.)-,„.).-,, J (;,,.»,-y J ,,'y\ 



(S6)...(, + C,')'((,„ + C,T— ■')>., .'((,.+6fll+»') , 
(., + (!,')• s- , 

(puisque le! Jtlli nombres Bll}, sont posilifs |WF siipjMHitiun) el que lors- 
que l'iin-pliii (nO) mm-:i satisfaite, k scriml uilie du seetind membre de l'équa- 
tion (.j'i) sviii [irjsit if aussi, puisque ni I i;n\.;iliii- Vifi} p.i uiisijite, l'autre 

membre de l'cquaiion (5S) soient positifs. 

Soii, pour aWgrr, fiiy 1 = = , l'iin-[j.ilî:r J/ifT ilniniilra, en eilraj-am la 
ratine cubique, 

(. + .) ({. + »,)• _.»')_»((. + »)'+»'.) ^ > . . 

+.(4-Vt),. + ».(«-3vt).-+».{,-3^)=— .(,+,;-) 

On a supposé m > G ç> , ou l>icn n > ; ; eti faisant donc m = At , 
on mra .4 > 1 , et en substituant celle >;ileur de m dans l'inégalité (5?), on 
aura, apri-; ;ivuir dù'i-e" [.ir =' ; ] -unie inégalité 



( >«> ) 

et celle-ci, en y faisant A = 1 -f- X , se transformera dans la suivante 

(Lui liijiirll,: ]l -.(•!■;! loiijiHii's |ni"ililr dt- injuvi-r pour j' mi uoiiihi-e rationnel 
[iiMlif^Ni lui < trkf.i'-i;; .'u l'itil ju<i*(pie l'un a i JÛ >■ IO0 V a , on aura aussi 
33 

" - '■> » 1 > < 

ul r ikr.i être un noinlirc Ici ijiir: [n sinriinii di; t<J(i. Ira li'rmeï (jn'il imdlipliu 
dans l'inéealiié (58) soit rnoimlrequc -~ . On faira à cei effet ioo^"T=iïG, 
car tous les termes «ui sont multipliés par * dans Hnégiliiu (S8) étant négatifs, 

on no devra craindre aucune rrrmr cri pmi.Til puur l/ m un nombre nn peu 
plus £ranil quu ta -s.dnu- i- \.-^n:- <].; r.L.I:ir.,l . l'.jr c:HU: iiil:: ri[ii:i^.i: rii.i'^.iliii': 
(iH) LmiiduniioM iLiilï b suivante 

33 — 6jii — 12111' ~ 7g3^ J — ïi6«* > o ; 

d'où l'on dOduirn , r-n i.,:<.Liit x = — , 

J' 

■ r ' — "33" 33~ J"' - "3T J ' — '3T >Di 

ci comme — est le plus grand coefficient négatif decette inégalité, elle 

sera toujours satisfaite on disant 




et à plus forte raison cti lid.s.int 
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(fj L-I:inl une qaz.mLÏr-.' îiusitive ifM'knNrpu^ -l'on :L lùuilic que la valeur Je 

1 = 4,5 + « < 4T5 ' 
MtUûir.ll-ioég.liUCSB). 

._. S _ ( , +I)S=( . +( ^),_« ( 1S±^),, 
'-(J5£K)ï ■ 

mail comme par hypothèse 0' < , il faudra trouver un nombre rationnel 
positif 7 , tel que son compris entre 

, t 4.Ï m 

"G WXC ' 

■[ il c:r ' I.in' i|il'"T] t";ij.:lil. r:ois*.i util inliriilL lU 1 v.ilcur; di: *} 1 <<>!ij- 

prises entre ces limiles, ï.ikuij- ijui •.ui.-IiiiMH i lcliIi^j les inégalités de con- 

ie réduit à Ll soum.e île lieux cubes positifs, k l'aide ,1e l'identité (54), et que 
.l'api*) l'analyse précède: (,n pi'iil ivilnire l'aiisn; liiuonie 

/ m+jV \V ("■ + "■?')'- V f "* V 

à k somme do deiu cubes iiosiilfs à l'aide de Fetjunioa (55) , il est cliir 
que l'on paun rwliuru le second in, mine du l'équation 
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à la somme du quatre tulles posiLÏfï ; cl jvir^nl ou aura pour résultai, qu'un 
nuililjre ItlcunrjiliJ |-.-||ïiiiirn.J j.i.- 1:\ i : lui y.»:]- .u.H m' i f r il :>t , (l'uni: [jrJjllilL: 
Je nuniiTr.s, qualre ml»'. ['O.iul'-., en iniuilire-. iMlinnuels, 

Lagrange cil ttieiili un le fm-iiui. t:uliii[i.r. qui -r i.ui(i.lnisenl, lorsqu'elles 
■.oui uiuli i^iée* ithh • ■lie-, , uihuv:t L fîiniitile 

i ^ + « y + (V - ! i) *■ i + i i j-' + ( a b - .1 e) xy z 



ijui étant multipliée pat une (i.'iniul,: .-eu. L,.iLI:: .[initie un n[i.iïl de h même 
luriïi.: D'a[:t^ l.o ]jiiie:i]ji:.- qin: v.<,:\* veie.'ii.- il'i ':....i;r (in peut trouver un 
grand Mouline ii'<:\].io.'i,.n.' uouv^le' . il" [., il i ■ - 1 1 1 ■ - e-]'i"ee que 11 iiiil Mille; , 
cl qui ne sont pis comprises dans celle-ci. Eu eflel étant données les dcui 

F = Fj (l , y , = , a etc.) + A , 



FF. «= F,(r ,,,,,,, «a) + . 

Cités d , X , X, , y , y, , : , z etc. ) pourvu que l'équation 

Ti(X , Y , Z , U , etc.) = o , 

ui_Li:e ; ire [é-.ilne e-ji ]]iin]b:.:.q iiihuun.k. .Wu-i |.,e i-m-ui|iI.- fi^uit 

Fn*x i +x> + ,> + u' , F, = X s + I" + Z' + O 1 , 
on aura l'identité 
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[/FF,*( r+i*tY-r>-f-t* V / FF^{r*!+,y-r'-s'-t' V 

FF, = ( 

+ \ 3(f r n+t r + r *-*--r)J~ r \ 3 

dai» laquelle r , s , i , sont des uuantîiés indéleraiiiiéa. 

Eulerfi déuiorilié. |»>nr la ]inniiiiTi' II«h, ijii iiu iiaiuljri: qm-lmuipie rotioll- 
neL positif est toujours OihI à la M>]i;iii<-diM|ij;iiri: carrés - : i . tionilires ralïounels; 
il a dOninmn; aussi, i|ui' le jinnluii d "une siinnrie ilequ.ilre .31 ré-, |>iriioosom- 
n:c or rj.uiiv ram':s. •■■l -en.UlaUeiiieer ii >uini.t ■ In .[iiau<! imiil':.: ]'a:i;Jyse 
précédente 1:1' l'iris rp.- !';.i. Juan |_h'i.i'-i ;i]Jm i ivî ilens (hi/oiriuiis, er lis crcndre. 
ans troisièmes puissances, 

Irr que f'mi cihisli l-"' : c !'as;c:rt trrji<ic:ne dce,ic ; 1.1 ce-; à ce Ue^ré qu'Eidcr 
Cl J. aei 1 i.iji- : c ■ uni azr.'lés dans leur-: rol::a' , l]i:-i . Cq.ri.da-U ;i: l['...ivcr 
îles lia-rneii-. de le- rlirté' i|ni se ;i piij.tiii.ei]:. 1: [il'l-LL. ., ,111] ; jiiLihiikiéeï 
[i.v: di s lurimrU-.s ï , li]].J..:jle... Airrii. e, en II. le, [i;ilir le 4 i.ii r i. n„: lUpi 1,:, 
a les deui formules 



ijiielle- si' repr'jili.ii I .ivji.V.I,. e-i i 1 1 h 1 1 1 j ; -1 : ."t ■ | ■- l 1 un.' fin-mule semblable. 

l,ai!r.i:iee eu falMj.r .11- l.i lui iiililr . j.ij a 111 Ljv.': une illliuilé île si-luli"TlS 
enfiia^e., d L - I c'pialiorL 

*,(.* ,r) - •'' + >"'y + —r + >V - »' 1 

01 il 1 cru que celle ci|niiliini ofr'rii-.j-! Ihmiicii.iii lie difliciiUés fi on voulaîl'la ré- 
soudre auiremeut que p.ir .sa inctlii-le: nuiis alliai' vuir nialulcnani qu'elle est 
un cas ]iarliçulier d'une i-i]iintiuii gOncrale dont ou peur, toujours avoir une in- 
finité de s.iluiiun) entières. 



-F,(».,J-., 
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Soit proposé île résoudre mmlnv. euliers IY<|liiii 

"| +i,(«,, r ,,--,,.. 

dans Laquelle dd eïpii:tu; luupur- i ■ i "i uùm.il |Mr 

',C*. , r. • ', •») . 

<:n [» i! vrn :]:!■.■ ]:'i:iMi.;rm:, rnuiiiinej *' eiiui-r, d.i iN'^rc /f (/> liuii îin nomSiro 

x r ' r- > *> • etc - > 

si l'un quelconque îles eiposaus !t , m , . . . /> , q , n'a de fadeur commun 
.[.■:■: r.L.m il.-- r. H . i'Ii ] ■■- .T 1 1 ■ . ■ 1 1 i .j- .:i i -, iv-i i .: iL'li::^ ]nli:iih' 1. 1 1 ^ 

manières l'equaiiuu (Go). En effet, soi! </ l'eipaunl qui n'a de fadeur com- 
muu avec aucun des aulres KpOSaltS D , m ,...p\ on mettra 11 à la pluue des 

'■,(-., . ■ «■■) . 

et en supposait! que 1. M.mi,i L : ili^ Hi M ii-ii--. dis poiyrioir,.i 

M». ,]•,,-- ■ . «.-.) . 

soil égjle à b , un aura 

>-,(» . « , » , «'■) = ; 

[mis en faisan!, pour abréger, le n.jmlire n égal nu proiluil n X «t Y..-X f> , 
ouécri^dansl'éuualioatGoJ.tiT^ à la place de j- , (tK)" à la place 
de j- , (42)" à la place de ; , ... eic. ; puis on écrira (£,!', )" , à b place 
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de X, , (*r.)" à la place de y, , (i Z,)- à place de î, , ... elc. ; et ainsi 

<!>; viilrr jll..jn'..l, .tuilier ji.->!jil"lil.J il i [111 n:riT- ; tlliiT il, lui linjilt'l ou iVlirii 

{l/X r y à la place de ïrl (if,]r à h place de y, , (*Z,}7 à la place de 
: elc. ; 011 il Ciut observer que les quaiilitÈS 

jr , r , z eic. , 

X, , r, , l eic. , 



\ v.^bxy- , (bry , (*z) ; , «c) 

?.((*!-,)-, {tT.f,(hZf , de.) 



- ~ F, ((bX r fr , (» r,)r* , (* Z, «.) 



SI il clair ([lie il sera un m util ire entier. A présent, si l'on muttiplis tous les ter- 
mes de (elle équation par 11" , (( étant l'un des nombres entiers el pojui&qoi 
résolvent 1 'équation à dem inconnues a I + 1 =je) et que dans l'équation 
(Go) l'on fasse 
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x.=(iX,„o- , y, = {i>r,,.-f, *.= (*z,y)= ,. ... 

ar,=(ijr pB ?)7 , J f = (i r p b'JÏ', c,_ (i2 r «5)~, ....etc., 
aura résolu l'àjualimi iin>|>iw<: .l'une inl'uiilé île manières, et l'an oblientlra 



+ "')'" . i>-) 5 , («, »■)■ - •*=■) 

+ F f fex, a ')7 ,(br r u')ï ,{bZ,rf, etc.) 

Il serait làeilu dn généraliser celle rnihtindr . rr ib i';ip|>li.[ucr à beaucoup 



ni"ii qui pnui iviieïir èlre fraction, 
cvj rcL j i l :i - m.- 1 1 1 - 1.- r i : l- 1 1 : .-i^iuic ilillLL'nllé . i:on' . i'....:^ n : : 1 1. 1>. ile'-'^j' J^'.ii 
Y arrêter plus lung lems . 
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MÉMOIRE 

SUR LA 

RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS INDÉTERMINÉES 
À L'AIDE DES SÉRIES. 



INTRODUCTION. 

Xje? formules qui servent â résoudre en termes finis tes problâmes ana- 
lytiques saut si peu imnib[-L".L<; , > , qu'il r-'y -nr.iir. rpv.: il.s questions très-simples 
que Ton pourrait train-r ^nn ]i: siVie- . ( n-rul.u: t jusqu'à présent on 

n'avait jamais tenté d'.ippliquer rr- calad il-*. l'-jieiimiiH iudLlcrjnimins, que 
r..:i lâchait de rc.fJNdje r-i-.i ili's (i- ii3- : forij-..itii in--, i:n s:inl.mt Je:; :;r." j.rl.kci s|:c- 
eialcs des nombres, <pic Je génie de quelques grands Géomètres avait pu dé- 
eouviir ; quoique Lj :c.l] lie ! '.ir.-lv.'e indi' te rmii.ee. les méthodes d'ap- 
prosimation fourllisseuL di:^ l-uIuilous e.viele.. Ci: l'Ciu-if . lM>i|ti'il 
d'équations indéterminées, les inconnues doivent avoir des valeurs entières, 
il est clair qu'ayant trouvé- d. .i>. limii.^ imite Ii' .^hl-I k-i duil iire comprise 
la valeur d'une inconnue, '.Mlle v.ileur m; jn:ul élit que l'un des nombres entiers 
compris entre ces d.-ui limite... D'iai il rt'sulîe .] ^l'. i i égalant successivement à 
tous ces nombres entiers l'iiieonuue ilmit il s'iijjii, ou punira, pW l'élimination, 
iker celte inconnue de l'équation proposée, qui se réduira de cette manière à 

un système d'équations dans lesquelles l udiie il— iiieuunues sera diminué 

de l'aniiè. 

Dans ce mémoire ras .ip|iliipii:us le r;ilcul [Ils séries attl équations indé- 
terminées. Notre niélluidc est fondée nu:' eu i|-.' :nt! Irès-simple, que lors- 
qu'ii:i :i iirji: L-ijm:a i. :'l ilnnt cl ;.. 1 1 .- ] [ i .■ m I t.: se e'ein »e i: L eeus tenue:, l'un 
desquels est un nombre entier, cl l'autre est une Ibction moindre que limité, 
il faudra que les dciiï nombres entiers soicul i:^iu\ cure eus, de même que les 
dem fractions. Il résilie lie la que lursquc d'une équation indéterminée à 
deui inconnues, on aura déduit la valeur d'une fonction donnée des ineouuues 
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d.'iiclnppée iti .,Vir si nivel-enl , ili' nianiiVi- qu'une p.nlli: ils ta «-rie soll une 

fonsiiiin tntîùri! des insinumes, ..'i l'i jrariic soii uns. fiinelion fractionnaire 

telle qu'on puisse lu rendis plus j ..- [ j t ti qui! l'unilé, (in donnant 3111 inconnues 
uni; valeur plus canutle i|in: ilr.s limile.s données, il faudra ipie ses inconnues 
soif m comprises émis ses liiniles, eu bien un pourra égaler à /.éro la partie 
fraeiinnnaire, et !i pari ie eut iris de -Ta si' ris fiiiitnii.i de r-Hirc manière une nou- 
velle éqiuilii m :'| ik.n ini annule- qui (lui.! (JvisH'r e 'nie teril- que l'équation 

>ous ;il.|ilir|l:i.li- 1:'. il. m il es.- |.| iur:;:es ;i .I::- eq. niions i l i il e I ej I n j riées liés- 
.-il il- iiis . en iii"iin-,i.r .:..iii:ii.'ii: L 1 1 1 1- ]u d.ji ■ u:ei:i ru sé/ie-:, nu pcnl les 
rissi imposer i:ii il. m*, unies .'■:]■.! iliulis, douL l'une e:l lelll.es liui.s lu' îenlelllll- 
qi.e Jl-. rpi.iui.'us eu'i.'ies . I ■ i.i L ■- mais i ij ; m I v lu - des équalions plus rcinpli- 

peiit résoudre les sqnaleius i:-i.- le.s.ui.lle.- il LivA e\l:a:re [s. laeiiies, .t un vr- 
ille unelconcjiic, ils reilaiiis polsnouir.s ilumii':-, el niiu- laisous voir que dans ce 

la-, il il- '[ lu'.le inl'iIii.iI.: ; a .pli. ;.l:!e. il l.r.l! sali-làjre j la condition que 

l'un pllis-e r\.llnire l.i :as ans il.: I un Ils ilulil Ù s'a^il , illl leriNS qui eoilllcul le 
plus e.tanil i'i[!ii':ii[. linilu mu- :.':.-ol . mi i - I Y i|U;ili. m oj i-i] .poiL a 

l'une des inconnues, lorsque Mis rési Julien c-l ps.ssibls, en faisant observer 
qim dans us sas, lorsque, es donn.uil ,1111 inconnues on j l'uni: d'elle- seulement 
tïej valeurs plus grande, qu'un îniiuliii: donné, le- raeims deviennent imaginai- 
res, il Giiidra iiéees-sairei lient preudre pour tes nu-niuines des v.ilsiir.s moindre- 
•pie se nimnIii-.:, si IsquiHinn pinpnsée sera ré.solue erunpl ère ment. 

En traitant île celte manière [su équations indéterminées qui sont du 5e- 

ssn.l liseré [111' rapport à l'une ils* iiu iuiis.n:., lliliis 11 HOU. quelles sont iss 

conditions ainquslli's fm doit snisf.tire i!iu ils pouvoir résoudre complètement 
ers équ;nioii.s . iNi.il- Iruuvous ainsi [s- i-iii:!ii ion- un quilles dosait '.ui-l'iiie 
1rs cqu ilien- i]ui soin shi usi ■ ;isue sk ;"è [s.r rapport à l'ar.s dis- iusnnuus^, iillu 

sini - dss i:ijii.ili :lu ne: -ii nie ils_i Un |i:.ii:i :ai: f.iin- f;'s un me- Lun-idiiiM- 

euuuuss, (juifiijiie d.ni^ se sa- se- i...li..:isl|..rs se sr>sqiliipi::u: i-.-.uieeiip . IMai.- 
erinilin: [i.i.-s;': In qi.- ,li i.'nun .L-41S 01 u'.i allias M:ds..l.- [: il ilsma.T les raClUCH 
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. cherche, par le tliéorcnie de Lagrangc, l'expressio! 

IL c:JI1alioa, al;;i]'riciir quc^O] L' | u i: . un oki-. nî 1 1 1 L L-. i 



,i„.,„, iwu (,„ ,1.,™,,, i n.,_, ,,.mi. ,„r„„, „„„,i«„,,i„ 

fjf le 'i" lllullc t I' aiaée) ( Ml aura uni' [ml] lellc H.IL qui devra Mllj.l.ler 

in lilrlne lien- que .'.'■qi i ,li..:i | in ij a ihV , ou Lien il H 1 1 j ; J ■ i .1 r .'i 1\i i .e <]i~ in - 

connues une valeur moindre qi.i'l.-, liiuiii' ilnui on vient de parlerj et dans les 
deui cas l'él|iijli.iii |ii ii|in-i.'v sera n'uiluc coniplélcmcnt. 

Eli traitant de clic manière li s eqnr.tiuns r|iii s<>ui il: .wrnwl ou du troi- 

nous trouvons de nouveaui cas de solution. Enliu nous moolrons de quelle 
manière nu |il:1U résr.njjc l.-.i iij'ialiou, plus ;:éilélali:s, CL nous cqaj,;ais quel 
rprf.s .li lilitri aïKili lifjUfï qui pciiveul servir ,i la ic.oh.lion. cic [.Ijneurs iqei- 
tiou* indéie éminces. 

Lorsque la ai-rb dur i ili.il l'aire tuiiey pour avoir la valeur de L racine' 

<:ln t,-Fii'-.i.- ciielirul tic qilaalilé- i I li-.l i-jl;la:iii:i . lieue nié a II- rvilie pour .'-Ire 

applicable, que l'un pukiu .coudre une vctlc éqieuion jii.Ii'-hx.lj jiién avant 

.['nlilenir ia ré m J. il ion de ré.rpali.. nprojiri-.ee: mai, lui-que lïrralionnaliic ne se 
montre, pa-, il nilliva il'iilneiiir nue Maie euiivereruli: qui f.minira la rc-iolutioi! 
complète .lu jiuili[(' nn';el ii lanl reniai quer que le. enimmiiiti qui doiieui cire 
satisfaites dam loua les cas, afin de résoudre par celle mélhudu les équations 
indéterminées à den* inconnue* . 1 1 1 - r.^ai il.'nr que Je' termes qui dans chaque 
coefficient de l'iocomme, par .apport [i laquelle on a refile l'équation, l-enler- 
niuut lc^ plu- i^ainlcv [iniisaiiees .le la variable. 

En général an lim « cl.ciiiicr le J ù Vf 1 . . - ■ ; tiïiia en séries d'une racine de 
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l'équation proposée, on pourra chercher une fonction quelconque des incon- 
nues, et si la suite que Ton obtient do cette manière peut devenir convergente, 

La méthode que nuus c.p.i-ui]s .l.in. ce mémoire sert à trouver la réso- 
lution d'une inimité tlVsijn-. i i- > i- iuil.ku/uiii.r,.. de tous les degrés, que l'on ne 
alunit résoudre d'aucune inanim- par le. principes connus. On ]>ent aussi l'ap- 

soïvaut successivement par rajqjort à toutes les inconnues l'une après l'autre . 



ANALYSE. 

E tant donnée l'équation 

(6.) A + « = B + fi , 

dans laquelle A et B sont déni nombres entiers, et » et fi sont deui quanti- 
tés quelconques plus petites que l'unité, d est clair que l'on aura 

A = B , . = fi . 

li résulte do là que si d'une équation à deui inconnues f>(a- , y) =s o , on 
peut tirer, d'une manière quelconque, une équation de la forme (Gi) , on 
pourra déterminer, par l'élimination entre les deui équations 

, (i , ,) _ o , A = B , 

tes valeurs de jr et do y . En général étant proposé de résoudre eu nombres 

H' . r ■ = , ~.) ■- » , 

si l'on en peut déduire, par des opérations quelconques, le m équations 

A. + ., = B, +fi, , A, + *, = B, + fi, ,...A.+ *. = B m + fi. , 
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A, , A, A. , B, , B, , B_ , 

sont des nombre] entiers, cl les quantités 

»..«.. P. . ft » P. . 

soin des fractions plus petites quo l'unité, on trouvera les équations 

A, = B, , A, = B, A m = B. , 

qui éuut combinées avec l'équation 

' . y , * . «=0 = ° . 

donneront, après l'élimination , uue équation qui ne contiendra plus tpie 



une valeur approchée i de x telle, que l'on sache s, : uii:j>in:r qin> l.i \-Aw l[l 
J doit être toujours comprise entre M ei N , on trouvera la valeur eiaete de x 
on l'égalant successivement à tous les nombres entiers compris entre M et JV . 
rvhiriiCLiiiul suie jirL'i >:..;■'; iLsouriri: eu iiombirs cimiers l'équation 

' = b + b, x + a:' + ' 

on £ùra d'abord 

« + + o.^ = X, , S + î,*..... + i„*- — X. , 

et en général X, représentera un polynôme en x du degré i- à cœiEcienj 



( -A ) 

rationnels: par conséquent il s'agira de résoudre 



u; disiiri^ur:i>Li^ -.u-:: >-^, <[il:ri i n- . m'I jn L - l'un 



. oq lit encore X„ > X, ; M 
comme si l'équation proposée est résoluble il fàndra que la fraction soit 
un nombre entier , on ne pourra donner à x que les valeurs suivantes 
x = L, , x = L, + i , i = I; 

Ai: hurla ■ | i i i lim.M L J- su î,lv,«]i|.:;:lt onlre lV'-mi: il il ]HM|M.i=éf et l'une 

ilt'i t([u;iiir>.is [irvi-iN [unies, on aura un nombre L -j- i — £, dequaiions en 
y , dont les racines entières, s'il en ciistc, fonniiiuut loiacs les solutions de 
n-qualiori proposée. 

Lorsque m = n , on divisera X, par X. et on obtiendra un quotient 
|s plus un resle qui sera de la forme , en Indiquant toujours p» X*_, 
un polynôme eu a; du degré m — i à coefCciens rationnel!. Maintenant on 



( '-fi ) 

d'où il résulte qu'en faisant (_ y — u. = t , on devra résoudre en nombre! 



L/ji-Hjiic ;i m * -m fiiij-.i ri = m -f- p , i 



dans laquelle les eodliiicns A , A, , A f , sont des nombres rationnels, 

et X.., est un polynôme en j: du degrê m — là coetfidens rationnels. A 
présent si l'on réduit mm les coefli<ki:> il- tl in Ovation au dénominateur 
commun D , un aura 



D y = D(A& + A. or- + 



Dy — D{Ax'J r A,i 



dont nous savons déjà trouver mutes les solution entières . 
A l'aide de l'équation 

« + a, j f u, J? -|- n. X" X. 

7 = b + t.x + t,*' + = X, ' 
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on ]>em résoudra l'autre plus générale 

<•<*,)•)--£- , 

tiers j: et y ; car puisque le premier membre de cette équation est un nombre 
entier, ou pourra trouver toutes les valeurs de x qui rendent entier le second 

membre est toujours limité, si on les représente par v, , , , , . . , v r t 

p(a: = , , 9(x,y)^i> r , 

qui devront ciislcr en mpme lems que l'équation 

el qui serviront, par l'élimination, à trouver tomes les solutions de celle-ci. 

L'équation que nous venons de traiter en renferme un grand nombre 
d'autres pins générales . Alm-I pu- <'Mmp]r éuut pmposé de résoudre en noni- 
ln-es liaient l'équation 

ri't-r.bf) - A») •/.&•) • 

dans laquelle F , F, , / , f, , eaprinienï des fonctions entières et ration- 
nelles, oo faira d'abold 

de* degrés n et m , et i>ar ï f et V, dia nolyuonio en y , entier., el raiiuuncls 
deî degrés /< el q , et l'on aura 

Ci) _ i _ £M _ JL . 
/(i) x. -*'.(,) ï, ' 
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d'où l'on déduira nue équation de la forme 

x„ + % _ r„ + ïç , 

« par cousénuem on pourra trouver pour iu^, des limite* tulles, qu'en pre- 
ilatil pour ces iiii.iiiiiiii's (ii-. ï.ili-m-s lio.s du m limites, on ait toujours, aptei 

.ivini- n'.luil. UNI* lllS <.ïll:!l;L ilTIs iVlïtin.^H lil'H. .|l> JUl'lMe dél'UlUMVll'U I" /) , 

D X„ = D Y„ , 

qui étant combinée avec l'équation proposée fournira toutes 1rs valeurs des io- 
.•'ijii.uiis . t[lLt lie SL1|;I pis .•o.n;|i[i..i.s .:'il!U lus lilrlilils df.nt (111 .'it.tll du j.^ulLr; 

et comme les valeurs <:oumm;si.s umi: ..us limites peuvent m déterminer stpa- 

ruiiiul.t Jïd: i.ii::li!i>. (>![ an:-;; i":'7LS CMliiTUi [Vfpi.iliiin Jil.ijKj- 

séu . Ulim l'anal,-.' Iia.ru :i:.j.s avili- m:|],..'L' ^ lit , mais si l'oil avait 

X- Y, 

x; " y, - 

:■: cl; finirai d surail far.ib d-: ivsriurl™ n-llu (VjlMlioii riaiis loi;' lui ims . 

Soient X„ , X„ , X r , X p , des poli riuiues i|iielmnques eu .e cuticri, 
dus du^ius u , 7'. , , /' , el Mij^|i'i'.j:is ipiu ait p > r , n >■ m \ si l'on 
doit trouver totiu-s ii/s s..luiions laidùiui dp l'équation 

c«.)..., = i(^ +A ^ + ^.(i;)-... + ^.(J.f + ^,(i)' + *), 

clans laquelle lu valeur du nipjiort ne |ieiit jamais surpasser une limite 

L , on Donnera U série jusqu'au tumic r + i", (en prenant pour f le 
plus purit l i oi cil i r l- nitÎM ijui s.uisliit à l'iin'-.diL,' pt -f m =. rt + n , la- 
quelle sera toujours [ii.is a iliti: puinpi,, /( ... ,t „ii aura ,aprtr. avoir tSemwi, 1rs 
ii:'i.;i:,i., a après, avoir multiplié jiar le dénominateur eoinuiun D , une éqtlil- 
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m.' il . I fil •oil | CH.: ji:..l ] .1 li]i: i ..<:M ]:':■. il lu.: r:u:il[>.'U:i:i.]:l . ]i.ir 

les ] irîiic ij-tts qi K lirais nions cipasés pi-écédemtuelil, quelle que soil In nature 
de la lljimliiin, nlyi-lji i-|n^ rai irjiisccnJjiiif, <|iii c«i m primée par le second 
nienihn: Je IVfjLi.TiLtm (Gi). 

Sait pnipoài': m.ilrilHii.iiil ili; iv-.m.ii.' en 11 lin'!, i-mim IVijiiiitiiin 



{(■■X i ....-l<f:!'' + b^-...+,lxJ r <: = J,f)- + l,,y«-...+ d,y + C , , 
on pourri d'abord Ei ] li E i i plier Li .11.4 ses lenurs par ^/"' , et eu faisant ensuite 
^— (i*^ + dx + B )=r , ^-'(J,,,-™- +J,y+*)=i , 



el panant 

(' + iSife -")-'"■(' + ."355= — '•) • 

et cette équation élaill triiil": île l;i itn'-ine iirum'ic que l'équation (Ci) nous 
conduira iicces-iiiieiiient 1 l:i rf'-iJnlinn île IVqiiiniini pmpintfe, puisque les sé- 

des valeurs plus grandes que îles quantités données . 

Si l'on exprimo en g6nei-.il (comme in l'a di'jà Lii d;uis le méniuiro précé- 
dent) pr F r (x , y) , ;m juiljuomc liumugèno et euticr en X 11 y , du degré 

f , Ull pjLIIT.I IV.T.uJl'.l ::lN.i 1 | .."llMUm 

rf-= **-+r~(*,r)+t-l*,r) +—tr-r-+A*.r) : 

car en e.tiïiv.mt la racine » ."' du aura 



- - -). 

et il faudra faire usage .(le"L [rrcmicrc ou do b seconde série, scion que l'on 
aura x >■ y , uu y > i' ; et dans lui déni OH on pourra déterminer rlom 
limites de x et y , telles qu'en prenant pour eus inconnues dos nombres en- 
tiers hors de ces limilcs, ou ait l'équaliou 

et» , jj -, f, t* . r) . 



a*- + a, *-'....+ o. -f -f- + de. 
uni; équation île la forme 

"' - x " + %r ■ 

mver loules les firilu;io:i. cLtiuri.^ de K.|QLilion proposée . 



( lî« ) 

peut se résoudre aussi en observant que l'on a 

oy: 

■f o"*~ + iï~" + c ' . 

et il est clair que l'on pourra résoudre de la même manière les équations de la 

s%(" ' + ■"■S) '+■")■ 

pourvu que l'on ait s 2- r , et que le rapport de 'l«u «^iliriorw consécutifs 



L'équation (G3) renferme la suivante 

A' *- = a' y~ + by— +py + ? , 

qui sert à trouver la résolution complète, eu nombres entiers, de l'équation 

lorsque ar>n m , et lorsque îr étant moindre que n -\ m on peut ûi- 
re en nombres entiers ■ — ai y"*" =■ p s j rïJ . Eu effet, en résolvant l'équa- 
tion (64) par rapport à i , on troure 

a *{«y + *y« 4.e lr ^.-^) + = 7 '■ + /y~ , + * = 

>/ C(<7'v!!r- , ----fgr**)'-4(ay' + i^'...*Pj-*rf)(;j-**y-- , ---+')) ■ 



(^+/j^'-"+ej'+*) , -C4«r+*j^'-'-* c J + '')('"r**j J ** , ---+0==*'. 

<v ijiÙEl [IJiiriJ tUiijir.irs Cii.v j'ai Jr>i:v milliial.; ]. .i.<.(i:i: .m aura -j r > « -j~ m , 



C .S' ) 

«1 lorsque on aura ir-en + m et — fd)-*** — /i> j- 1 ' . I] faut observer 
id que puisque de l'équation 

A* -f Bx + C = o , 

ou déduit 

3.4*1 + B = * V S' — 4^C , 

la résolution de L'équaiirai ;f>1? dérive, cfcnt le ras de > ri + m , de la forme 
do racines des équation* lin .v:'"id i'- qui .nhn.:i njui sous le radical le 

autre conditions tandis que dans L'autre cas il faut satisfaire en nombres entiers 
aut équations — in = /:' , m -f- »=n. Lorsque if<t-j-«, et que 
le produit ta est positif, on |>ourra toujours avoir tomes les solutions positi- 
ves de l'équation (G4); Mnili- que .-i le jirwluit ia est négatif on )iourra avoir 
tomes les solutions uéjjntîms di: la même équation. Mais si l'on a ar<«-|-m , 
m -f n ^ , que le produit ai soit positif, ou jxxirnt résoudre com- 
plètement l'équation (G4). Etl'on voit que toutes les conditions précédentes 
no regardent que les ternies qui , dans lei coefliciens des diverses puissances de 
X comprises dans l'i-rju^i i;ni 'ii.i) . i:ori: i. iLU'int les plus grandes pmsances de y . 

.Si'il niainii'aant de ré.-i'Ljilic .^![ îioiifl.:.^ entiers l'équation du 

troisième degré à deui inconnues 

(G5) Y r x> 4. Y, x + Y„ = o , 

dans laquelle on a 

t, = «y + «. y- + 'r , 

y, = *y + *, y + s, , 

ï. = cy + c, y- + c. , 

si l'on llierclie les Imi.s raune- île lï-qiiaimii (lij) , un aura par les formules 
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h ncine cubique île la qiianiiii i ; île mftno si l'on luhsiilue U nleiir du 

radin) 

A-k-b- -télfr)©— ■) 

et o l'on pourra faire 

= + By- + eic. , 

il m d;i!f i|Uu l'on |ïrai] i;i turairc II racine uiljiijuu de la ijuuulîcij 



C '«4 ) 

et l'on voil que l'on trouvera les mêmes cotutili 

iV^I ll dil-i: i l'iqn.Ltiim : — : lr , ijn: .Il 

rationnels, et l'équation r — m = 3r que fc 
il nililli: de J : an.iK-.i: j.i^rd<:i:E<\ .[ilh l.^-.q 
fan e ; abstraction filin: 'i.'j jigno ) :l l'iiié^llité 



il suri toujours possible de trouver toutes le solutions entières de l'équation 
(G5), si l'on peut résoudre l'équation — = u' , en nombres rationnels , et 
l'équation r — m » 3 j , en nombres entiers . En effet les valeurs de y qui 
ne se trouveront [as parmi les nombres entiers compris entre L a L, , four- 
mi ont nue équation de la forme 

01 = ^/ + + c + L , 

dans laquelle on pourra réduire la fraction y (qui est une fonclionde j-Jaussi 
petite que l'on vomlm , pu prcnint |iuur y il,-- tnn.ilires entiers qui ne se trou- 
vent pat conquis entre dmi nniivi'lk- limite' l , I, ; el partant il faudra don- 
ner â y des valeurs mtii-tvs irraupriti-s entre ce- li]iiit.:s ! , l, , ou bien l'on 
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ijuaiion (G5), il faudraii pouvoir résoudre J'ùqiLitioa — = u x , eu nom- 
Ou ]K>urrait appliquer les mêmes principes aui équations qui sonl du 

.- qu il iliil'.fr iir i.!li.:KI .■; il u V L c u dl.UL [1 : :nf [■.!]>.;:;, i:r. IL .L El] l: 1 1 P".J jus:.': !<■ qui- 
iiii(î ili-iii'; l'un m: [romouit ;irr.':ù par 1 Jjilitr .ii^ i^uitdit li-> i'::;n;i- 

.[i; []n;Oli<: ll.jll.N [nuli: vl ^i'th':[-.iI il'; , Ù J'.u4'j h I n I Iii'm ii ir:ii'ULi: I ,■ ^v.iriLi'J <|ii HTt 

exprimer en séries les racines uVs tiqu.itioin ab'in i.|n-., i:i nous eiposeroos 

ci: Jr' ,li'i.,i] , ijur miij.h ;im:ms ;i peîur^ i: ir i jM- ■. I.n i.- I' fl'i t:v:].:i I . 

Elanl [ini|Hisée l'àfualion 

1 . — ijr + ojC — . , 

sait, j>ir II' llliiorilm: il,: Lagraiiiie, ipn: ]'ir-.jn".i:i ,| J 1,-lMi linjl lilili! dis 



les nuiras a — i rjduci scirml di.ituiOi:- ]ur 11 .'Oiic tonïcIjJOHe 



< iM ) 

dans laquelle i] faut sniisiitucr [unir r successive ment les n — I racines Je 



Lorajiion.il (ahstraclinn faite des ftijrics) 



lemtitl les n nanti de 



1[ iM-tlt,- 1. l.i, ij.n- 1. !>■ (jl>.lr,.'ti.M fiiu; tte sijj:!!;,} l'iHI 



^1 '[■*■; ii:r;rp^ ;;ib.iti.iclimi !;.:■.■ d--, :!.;!:■:■.' nu 



il y aura autant de racines réelles <[u'il y eti a dans l'éuuation 

• Jf + « a. « . 



( '»7 ) 

(a , A . y , M-'I.I il'iis i[l.:itllilJs ]iu.iliv(!-; ut .si l"i!n ]iriTiiI jiuiir II ml uumlur 
impair quel rnn qui', un aur.i lis iIl-lh cqualious 

•loin Id jiitmîire ami icmit» r.uiiuus iiiNigin.iiics, [atulîs que ta setuiide 

[l'ail la ijii'iL!ti< ..:<i]r- rai iiif LVtlIJr; M J«a . . u | il,-! il. ] 'Oqli.il il. il 

M W + M ■ • . 

seule racine réelle, quelle que son Li valeur des cocflicieiis * , p , y . 
A présent si dans l'éqtialion {70) orj lait, par exemple, 

. = py- + q , p = ry-~-> + , , y = 1 , 

(_/' ,r ,t , élanc nui. ,jiL,nLiii« jnniii\i:,) „ll hj, iqné.s los substitutions, 

00 /v"* + ï = Or"" + »)* + <- t * - 

i't pal' iiiilu (:iIi-ilm;j::i.u ï~:\;o <]is si.'Ln s) la ipiamilé 

<£- _ .)•-■ — ■})— 

»■ ~ (-» ~ l-'j— -■)• 

Kn ,,1» S,.»!.™,,!,, ,„!,,,„, ,„b. !,,,,„, d, ,. i . . 



M. 



■(-<-j-—-O n 
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Lorsque cette inrjnlité csi saitsfjiie, ]rai mmict toutes les valeurs Je s 
qui résolvent KqualioB (71), il faudra faire usage îles deux séries (67) , (GS); 
et en substituant dans la première de m stries les valeurs 

l = — ■ = — />//- — î , i = — 0 = — .ry— ■ — i , c = 7 = l 



voudra ordonnant à y des vXurs enliu. 
deux limi.es L , L, , facilement a« S nal.L 
]hs compris entre ees limites) ut 

iV-r = Ay + S y + C + ~ , 

Nx = Ay' + By + C , 
qui devra exister en même tems que l'équation {--i), cl qui if ri Fiji à (murer 
toutes les valeurs du y mm rimpri», cuire lis limile. /. , I., ; nuis aniline 
d'uiflcur* 1i-s viletirs .li' y 1 méprises- eut.' >->:< limiies ] h'iivitii si' irourer sè- 
I'iistiiitii , IY'| i.;.L ii :-i f-i) si'i! j'solui' i:n:i];:[.nii:iiii quuii à h série '117:; 
01 si l'on suppose que [es coeflicicm iIl: IV-ijji.-iti.jn [- 1) restent toujours [m> 
>:ri's. i| i;liL qui: :oii la valeur i Lu r , il i^t olaii 1 1 . it- ï [ i; .1 ti or, (- t'; tu: K-jr 
nira qu'une seule racine réelle pour J7 ,ipii son représentée par 1 'équation j.'l); 
ainsi dans ce cas l'étpaariou [- 1 ' hti résolu,- i_ ^ 1 ■ 1 1 ^ ■ I ■'■ r H - ■ 1 - 1 1 1 , nuiuvu que l'inéga- 
lité (ji) soit satisfaite. 



C '»9) 

Si les cocfilcicns de l'érjunli™ (7 [) ne snm positif-, rpie prair dus valeurs 
lit y eunu-rizi-s enUT ]'■:; ijniii.:-, L . , :'ii pnuir.i. ] ;it .' u:-.U -i: -> L-ee'k.nie . 
trouver mutes Ici: solutions de ci-Ile i-'p.ili™ i|iii ciiTc.spuiiikiit à îles valeurs 
entiSres de y comprise! entre L et i, . 

Il est elalr que si l'équation 

F )T + 1 = + 0* H" ' J ~" . 

est résoluble par la métliode tpie nous venons d'exposer, rai pourt» résoudre 
aussi l'équation plus générale 

{■ } i)...py-+p,y-—^p,y~"...*q, r ,q = {ry~^^ r .f"-K..* 5 ,y* s )x + l 
J.jlis l.j.[i.,lle I;:, wJli' ii i;' 

P> • P. . ' - - - ■ ï. . 9 K • r i.,>,', 

sr;:it des n.--r:iL.i.v. :-j-.ï(ii:m;li (p:i:h onirues , Eu eflet l'un pourra ton jour,. dans 
;:I]LI|U.- .:iii:llieie:il 'il; . i-.m.Jk- t.: l.'l'HiC qui .'..i:li.:ll[ Il j:lli.ss.lll-u II [il'is 
élevée de j- plus grand, une la somme de tuuï lu aulrcs, et nbrs les condi- 
tion) d'il il'--, il i lé lie pijrlpj-iijit qui: sur les leimes qui cuiil.ieiiiicrit ees plus gran- 

[I eu résnlle qui! si lV'<|tiii1.ioti [-1) i-.-l résoluble, I euualiou (-.j) sera résolu- 
ble aussi. 

Si au lieu de l'équaiidii j-.jj, .1:1 voulait ri: s. m il te en nombres entiers 
l'équali:':! plus générale 

ay- + by~- + ej— ■ ... + d=( ey-~r + fy—^ 1 ...+g)x + hx' 

dans laquelle les coejlicicus c , /; , sont positifs, il siilMiut rL-.voii m ." . 
pour en obtenir toutes les solutions eutiéres , 1 11 d.i iiniiiis Eûmes Tes suintions 
eniie.es positives, par notre méthode. 

Jïn général étaor proposée, l'é.pjaliiin .i ..leilioieiis rationnels 

•r + iy + + t-t.-i< +fr- ...+«)» + i<- , 

on poiu-rj , par la mélliude que omis mous espusée, trouver toutes ses soliuiou. 




H"r + h-- + ''Y- ... ("» - i y- 



Ainsi par exemple nu ]Hii!iia K.iLiniir:. lri'ii.- : :i- loiiii^ 1.:; solutions enliires il*' 
l'équalion 

«r + h" + <■■/' + -h* + ej' +fr + hï + * 
= x CY + *Y + ^ + m / + "J" + rr + t) + . 

|Kmrm que IcproJuii fr soii positif . 

Lorsque dans l'équation (70) le coefficient (3 esl négatif, l'équation 

r «-• + * — 0 , 

aura ,lnn racines :vi']I::î, et ilin .si );i n.uJilinn 

y- . (--')" 

(70), en y substituant les valeurs (le «ji-llirifiis. Mai- -Jin que notre inilliode 
imissi- impliquai ;i l.i m':i û: (CS; il Eimlr.i que J'ou dit 




or «ton lequaiii 




1 Ion liera lis deux valeurs réelles 
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cl ce- deux IKilïlirs «Util combiner avec 1,1 «rie (Gfi), f.iiiriiiiiull toutes les 
solutions entières de l'équation propotée. 
Si l'on a, dam l'équation 



■c pourra plus faire usage des deux séries (67) et (fia) pour obtei 
tdra «courir à la. série {69) qui renferme le radical (=~y , et 



la fraction — sera positive, l'équation a — bx -f ci" = 
racine réelle, laul que l'inégalité précédente 5?ra salaire . 

M.inrcn.rtr *i ['"]. sn[i[U!M' ijii.' l-\ ii'dliciiiiis a ,b,c 
liu.i., 1I1: ,■ , il Ijudr.i, [mur .i]i|ili([Ht:- Ici pod pi'i 1 [■ ( c- m 
prCL^LintiicuL, que l'on .lit toujours 



Cl cil substituant cetrc v;jIj:i;i ilruis l.i ;. r j]^ ïii,'., on |ut\ ientln nljéiiieiit ,'i l.i 

résolution COlllj.ll':!.' ITI J"i|]j;.I^H tll^n'l-. :Il l'L'jliiUi^PI |UUj>USée. 

+ by™ ... + çy + d) + (ey +/y~- + hy + i)J 



ayant le même signe ™ ]„.ir; trouver tiens limites Unies L , L, , 
prenant pur y des valeurs entières (fui ne soient pas compises 01 
tes. 'Mi iri]j..iiri (d.' : Lr.n".if :i li.tte ^^if I 



■n (;5) sera résolut: ™i„]J.'t«;m,.„, W», p! ( B étant un nom- 
nulle, el l'inégalité él.inl siilM'.iile, nuis les deui termes 
u'.-.vmi: ]u-, h. niMii.- ^h' 1 ' un j'intri i .' : iin.li i- f ij-ju:-, clou 
- - -t k."-' . .<n riiiiiiln i- i.iLiiijui is. i'[ rt'ijiiaiiiiii r — m ■ - (n — i ) ; , eu 
nombres entiers. 

3.° L'équation (j5) pourra être vimiae conijitiH'iuenl en nombres entiers, 
(quels ej il- soient les signes îles ternies a y" , s y ,) lnrst[u'il sera nuisible de 
ir.HI\cr deui limites Unies Icllcs .[n'en pien.int nnur y des valeurs eu- 



n nombres rationnels , et 



( .93) 

4° Lorsque l'inégalité (77) i't jjrmr.s Miîi&îif, Proposant » sera mi 

'Ml ItUU (11' irOIIVirr tUILll' le* HjIu II .• iLl" l'..|U,d1 i<JI| prupOSCU , OU 

seulement p par notre Uietljudc . h- '.ilitiiiins e.iuipri'e.s enlrt' limites tou- 
rnas. Ainsi, par estait] il.-. qni:lijin.-li>js uus-cia unîtes Ici mimions positives 

ils I équation (7*1), sans qui- l'un put -se retenir les siilutiims négatives. 

Si dans l'équation (-j) m, fait n~ 1 , et si l'on suppose que l'inégalité 
(7'îj, qui d.tns le cas arluel se réilnit à celle-ci 



soit lihiijoar.s satislaile en dtnïL.tm :'i y ili:s valeurs non comprises entre deui 
limites linies L , L, , il est clair que l'on pourra résoudre complètement l'équa- 
tion proiioséc a l'aide île- deus. lern/sit^' et ; (i.-s), ejr la seconde n'aura, dans 
le cas de Ii^i, qu'une 'cille, .jleur qui mu toujours rationnelle. 
1 .11 -■[i.e I 'h us .1 , ;i;i[|ir, i!i-1:-.ii - Il m l.iile (Li-., .hijjiies.} 

4 n k y" > s' y" , 



Les deui équntii.ii.. puVci lente, dniiri.i rlrv .,'■-( Juliles dans te as tpie 
le leruie i i j" 1 ' soit jnnitif, mais lrtiMjLj'il négatif, et que l'on'» 

4 a hy"** > f f* , 

la .série (fui) aura dcu\ v.itci-t- ij.i.i^iu.ili ; et |i.u t.iiit les râleurs de J- r|Hi 



C '94) 

coJTejpomlcniàd.'s viili/ni-ult: y non t.nii|iii.u. entre des limites finies /,,£,, 
seront toujours iiiia-inain-'.; nui- comme ie.s Viiliinr. iniiiOres de y comprises 
entre ces limites, se dt.li.niiiuiiil aisément, nu aiif.i ir-ulu complètement l'équa- 
tion proposée, sari', qu'il soit niVes-airt- lit: silisliii.e Jm den* conditions que 
nous aviin.h lj.ni.tTS. jilVL.'.ffiEinjmn . 

Soit maintenant n = J dans iVqiMliniL f-:"i). ci h u jjio.hu. k que l'inega 
Ulé ( 7 fi) soit satisfaite, dims le cas anucl .-lté «■ rèdair» a [autre 



entières de x qui réinlvfiil Jiiju.tuon |ir,i|it,s.'e. A jné.seiit si dans la scrii- 
(6 : ), on siihstilne les valeur* dv. eoellit iras de l'équation ( 7 S), on aura une 
st'j It: i.j[i..:l , ij[l[t[' r|in li nilijl I .[ , :i J iiil.. ifinv inti il. ..[,., Kmli'- ifs solutions 

Pour obtenir tome- 1.: iiuii-c.s joluiiui:* imii.ics, il ti;nt considérer les valeurs rii- 
x fournies uar la *éne , t:t couinu: svllt: i::' , 1: >i -rjuo n = i , contient le 

radical ^ — ijni, jiotir l'équation ( 7 5), se transforme dans l'antre 

fr*' (~lr î il-'. îd' ■ 

il faudra, pour y appliquer noire rurà'indf , que l'on ait réqna lion — — = u' , 
ea nombres rationnels, et l'équation r — m = î s , en nombres entiers, et 
l'un voit que dans- ce tas l'équation (7",; m:im ivnilni- 1 ] .rui<!iit . Mais .si la 




excepté pour des valeurs euni'ï-s de y oomliiis..^ m lie les, limites /, , , va- 
lenrs que l'on considère ..if.'-i m-, n . Lln-i il ut: nus l'équation <-j) ■ivra 



( '95 ) 

comjilél<.j:i::[:t .! l'.iid'j à - i.i s.':k: ;!:-'. |'u v:: i[Le i'im^iiiié 

a y»* ^ 4 c . y 

, 7 n *■ > 4 y" , 

il iàudraii recourir j L série (On) , cl comme celle-ci contient le radical 
mil, pour l'équation (75), devient 

_ ( k r + ' y r " ± sy 

Kfijr + by-> + d) • 

on dovra, afin que notre méthode soit applicable, pouvoir résoudre l'équ.uimi 
— = ii* , en nombres rationnels , et l'èqualinn p — m &a 3 s , en nombres 
entiers; et si cej dcui conditions son! sili:f,iilfs, IV-qialion sera résolue 

complètement . 

L'analyse précédent!- riiimlre ijiiVii :if:|)lii|n.iii[ l,i -érie de Lagrange sin 
équations indéterminées qui son! du wiaind >"i 'lu luji-i.itne degré par rapport 
à l'une lies inconnues, on rencontre le* irii'-itj.-s conditions que la forme de* 

m m ■ I 1 1 .1'! ■ ■■ .1 ■ ■ m 

Si au lieu^ l'équation (fiC) ou «nitVnuIro 



on sait que la série (67) contiendrait la radical * 1 " *'" rs si a , i , r , 
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étaient des fonctions de y , la prctnirre série an 





cîcns a , b , c, ... il , ion lien non! las plus grandes jjui.«'..nrt» tlu y . nliii que 
l'équation proposé.; suit rmuliiUi; par mitti: iiiédiodr, cil ubscrïaul que lurMjui! 
ces coud i lions, qui ri-g.n di>nt lits ti-rinm i:oi.iru.nii lr. |itus grandes puissant»! 
de y , ktihii saltiUiil.^ dans nne éipnlii.'ti dormi r, tu i |.>urrn changer d'une 
manière quelcoutjue 1rs .iwu;s trrnit!s. [[lu nr cmii it-uiinil pas les plus grandes 
puissances de y , et iouhk les .'rjmiriom qii.- l'un .ihticiidi-a de cette manière 
seront toujours résolubles. 

Pour résoudre en nopibrea eutïen l'équation 



(dans laquelle F[x ,y) eispmnt' uni; il .nul ïiiu i|iu-liuiupie entière cl ratinn- 

cntisirlérer quelques puissance- dit l'uni! cl.--, i rut inmiiiie des liieJlieienl 

algébriques j de celte manii-iv un i.vlnii lïijtiiiiiini proposée à mu: aune plus 
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simple, et lorsqu'au FV-i.lnint ..-.[!! ninivilk- Lqv:;! |.ir ].i -r.jir de L.lgrnnee. 
tiuij-i: iiiélliode l'sl Linojr ;i|.|ilii:di]i'. mi oijlurnlr. I; L r*-v< .lu lîi.ri fnrn|i]i'le. de 
)«]UMii>ii pnijwsd: . On jmutTiiil ainsi dans |>lii.init. rus réminlri; rnwjiièli:- 
innil dit k nn'-mr uiiiiNMiT i[i'si-i|iiiiisi>ns l'uni,™ ni nuis nu un jilns «rarnl imin- 
lire d'inconnues j nuii- iï. lecliiTrliiis oiç'T.ii'i"! uV rniji liui^ .lr«'I(i|i]iLwns, 
et ne sauraient trouver place ici. 

]''.]L .m !iin ilr i lii'l i lu-r |ar I fin irrnir d" T,:ij:rai<|Ul l 'l'TS fïrcs'. [m I 

on série des racines ifc l'L-rjti^r ion |iiii[iii"ii, <iii [h.'lii ^lu-n-ïn-i- le déivlo]>|]i:iiieiu 
d'une fuliutiou cpieIcon.[ini des juliennes. ^in,i. j k ir i-si-mplc. cl.int |irojh>sé 
de lésoudre cti iiumlurs iTiiii- :i l'i.jii.niiiu ii drus inconnues 



ji l'un ]K'»t trouver miu fi.iwi i.m entierc F(x ,j)ile« nu'-inr-s inriinmiri tellr, 

i)n 'étant iléielupiKt' jur Ifs juii-.s: es dt-o-nilnmcs il'inif mitre liinction entière 

f ( x , j J ) de celte manieur 

'I* •■>■)-• VTfe) + C75~7ïr + ~ ' 

li' i ' | -i l ■!:■ .Vin i e.L']t"l. ii:i:s ^..îisceiiliiï ■ i^;-,ir'!-il 1 1 illir.ll": i: i 1 h i l ni f ni' 
janiais atteindre une limite entière A , on trouvera a B [mur la foule de 
/''(l,/), lorsqu'on donnera si la fonction _/( X , j- } , une valeur ée,Ju i»ti 
plus grande que a ; alors en éliminant une des inconnues entre l'équation 

9 (a- , = o , 



ou aura un nombre % (A + E) d'équations a une seule iueonnue, dont tes ra- 
cine! entière) exprimeront tnutei les solutions entière* de l'équation 

•>(* , y) = o ■ 

Noos avons supposé que tons Ici coefficluns B , B, , B, , etc. , 

f(x,y}>%Â, on n'aurait plus F{ x , y) n B . Cependant en fai- 
sant f(x ,y)> A B , la valeur do ""J - ,ou î™" com P rise 

F(x , j-) = B , »(* , y) = 0 , 
ou bien l'équation 

K» . j.) - o , 

/(*,,-)-» ,/(,,,)_, , ■■■A*,r)-<' * 

Cl l'équation prnpn.ïr! si'rait. n'-Milisc < .ijnplètemcnt . 

L'esprit de la méthode que nous avons e(|K"i'i- H.m-i ce mémoire consiste 
en ceci; qu'étant pri>|n»é de lé-iiinlre ™ iiiiinliic. enliir. l'équation à deui io- 

, .r) - ' . 

on cinvra i-horclier nno fonclUM eilliin: i!« mimmiits /(.r , j) , 1* <"■* l'on 
(79) /(»,)')-/. (',/)+ -f- • 



( '99) 

dans i*p<Hef, (a ,y) est .nui ai» fooctkm eut» 
sont dem foociions des mêmes inconnues, telles q 
(abstraction fuite des signes) jmur r des valeurs e 
1rs deus limites linies + L et — L , et pour j- di 
prises entre les dcui limites hiiics -|- L , et ■ — £ 



Mainienint il est cl.iir qu'eu prenant en même lems |Kiur .r des valeurs 
nnn comprises eutre + /. et — L , et pour y des vuleuiï non comprise) en- 
tre + L t t — L, , relation ( 7 y) se réduira à l'autre 

<*o ■ /(* . r) p 

qui devra eiister eu cni!mi: leim que 1" k-ijiL.itiri.ri f(.t , j-) = o , el qui don- 
nera, par l'éb' lui nation, toutes les wluliiiii!- de lï-iiHaiidii propose!!, non coin- 
prises en mime leuis entre les limites trouvées précédemment . Mata si les 
drus inconnues je el y , n'étaient pas eom|irj*[-s i L iiii.h eune tvs limite* , 
l'équation (Mu) n'aurait plus lieu; cependant .lur.h i-unirue l'un devrait avoir 
; abstraction latte des signes) I<lL,M^<aI M on poserait les 
équations 



i on pourrait éliminer une inconnue entre l'une quelconque de ces équatio 

»<«.»•>«•• i 



( ) 

lières possibles du l'cquaLiou proposée. 

Les méthode <|tic nnu', j.ivm iw|>.><i'< l - iJjiis lu niL-ntoirc prccédcni et 
dans celui-ci, cou de mu': il lo [n.-ufi.J ^ l.I./h^ik iI'iiiil i ln.-r>ti<; générale «ir il 
résolution coinplcle des vi|ii.lliml indt-iLTniiu™* uni oui un nombre lini <h su- 
li.tioi.s i-nliii-H-i. Ciitrt'lli.V.ii- 1 1 1 . i ■ i a r i ■ .i.- ijr.iiidi'- iHlliuiillé' lu ■-1(111111 u ni Im- 
pliquer aill cas particulier» , el demande des recllerclics forl laliorieuses qui ne 
smraieni tramer plan» ii i . nui- i|in: iuuls isjicrciiis |K.nvoir eijioscr dans une 
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MÉMOIRES DE MATHÉMATIQUE DONT LA RÉDACTION 
EST PRESQUE ACHEVÉE ET QUI PAIROST PARTIE 
DES VOLUMES SUIVANSi AVEC L'ÉNONCÉ DE 
QUELQUES-UNS DES PROBLÈMES RÉSOLUS 
DANS CHAQUE MÉMOIRE . 



Mrnuiiri: sur lu ln:riii.vnilr,i:!es aoiiu-rii/nit . 

EtanL dofioë un nombre quelconque n , trouve 
;>jnuiu. u[, pir ui:e cyitMùn , un nuiulne 

irand qui n. 

t. fl Emoi dciui^ b ^i ll ilcj Humble- iirLjuia- sl.il 



(tl.UL. l,if[ll,-lli; i!i[ir:iiii; I,: y\ni i:r..!i(] ,],: i:: lu i i ,! in:H ].n:n ili'i i ; I<:r-|l][iv ; [i; 
nombre |.lrlnihN- , rjlli Mlil ] '■. I i ili'ini'nr 1.- li.:. libre premier J> , en fouclïou 

des nombres 



Elan! dnniiés ikui nombres iiilnir; r. el b , <.' ;nirv.iT 111 

lirmes Huis, en fonction (le a M S , lu des nui.. unies 71.™™ de ecuï, 

jiarmi les nombres ttuien compris emre n a b , qui ont KuIeEneot un ddcd- 
bre /fi de [àelcurs. 



II. Mémoire sur les congruences du troisième ci du quatrième degré, 
il (,'.■> d-.-yr,':-: supérieurs - 



4p = <■' + 37 i* , «t « l'on cherche les racines entières, communes oui deui 

congruences 

— (Gn)y" + ifinfy 6 -'— (6n)'/^* + (Sn/j*-'— etc. E=o (mod. p) , 



a ! + 3 = o (mod. ;/) , 

soit niuluble. 

s." Soii /> un nombre premier quelconque: an jiourra lanjonn réioudra 
rOijuiitinn = x' -f- zy* , cb nombres entiers d'une iuliniw de manières. 

directement et Ji.lr une ni< r :Llm;1:? ^.':.t L n]e, tdl'! rjue j: si y , soient deui résidus 
eiiNrjLLCs .ie . <;ii.-l r['J': ■': i:> m Inv pinnkT .v q;il doit rr^L,-;- [inletcrmiiié. 
3.° En eiprirnant par ;i un nombre premier quelconque, il s'agit da déter- 
miner le. v.Lciii ï de p d.ni l. J.jin l!^ [:;,rrr.i Ifi ri^iilug cubiques de ;i moindres 
que p, il y en aura toujours au moins un de la forme a' + If ; a al S , étant 
deui nombres entiers Ji&tni do rj.ro. 



C "3 ) 

4." Trouver tDinca les solutions enliiies Je l'équation indéterminée. 

+ .4»'CT--j.-5)C3 I y-3r» 1 C^«'*-)+3= , C» , -» s ««-')+' , C'*-J'"+«'^)') 
- C4j f + »y - ny 1 ) (=' + ""j" -"'»+"■ - ™r" + =J" -»» + 0 

III. Mémoire sur intégridrs dr/lnles ,/iti dépendent de la théoriedes 
nombres. 

i." Déterminer lei valeurs des coefflcieoi Je 1 équatiuu 

y— rf ^r" + + C = °, 

-■^ ~.<.-.^ 
(*^>T)"<*^)- (*(—>?)• ' 



) -4) 

dans lesquelles a , 6, » , sont trois nombres entiers quelconques qui a 1 
3°. DiïleniiiiiLi h' luijlhioiis qui remlenl la formule 



(oi + i—ïanx— aiV,)-l 



+ 24 



c 3 .ile à une quantité Gnie, sans que les quantités a , b , <i , soient donnés! en 



( »S ) 

IV. Mémoire sur la résolution des équations numériques. 




V. Mémoire sur le calcul des proliabilitt's . 

Deui joneurs jouant aui écho», et les piècea ilatil disposées d'une manière 
quelconque SM lV(r!Lk[uicr, Hiiripiniu quo choque joueur joue ch.-.qiie cmiji 
do 1.1 meilleure iniiiiiVr jio^iljL; iriainr.-i.irH i! s'.igii iloiin-inier eis iôria i'-;riv.-r- 
geme le nombre des coups après lesquels l'un des iléus joueurs recevra nécaBii- 
remoni échec at mat. 

VI. Mémoire sur la comparaison des différais ordres d'irrationalité. 

£<otfW 

irrùlLonr.l'llj.i , Je El^Uiiii^ ûl^LriiliLi^ ]..;tu-'.ii [lL;i;ijm;>.:^r l'n|<i:liii[i 

proposée? 




MÉMOIRES DE PHYSIQUE QUI PARAITRONT DANS LES 
VOLUMES SUIVANS, DÈS QUE L'ON AUItA RÉPÉTÉ 
QUELQUES-UNES DES EXPÉRIENCES LES PLUS 
IMPORTANTES. 



I. Mémoire sur lajlamme et sur les mouvemens que la chaleur pro- 

duit dans les corps soumis à son action. O 

II. Mémoire sur quelques phénomènes de diffraction de la. lumière et 

de la chaleur. ("J 

III. Mémoire sur la formation du phosphore dans les animaux. 

IV. Mémoire .mr l'influence du tems dans les phénomènes physiques. 

V. Mémoire sur le maximun de densité dans les liquides. 

VI. Mémoire sur les odeurs. (**') 

VII. Mémoire sur la transparence des corps . 

VIII. Mémoire sur la scintillation des astres et des corps terrestres. 
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